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La tesis Metodología cooperativa para el aprendizaje de los números racionales, en 
estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación 
Enrique Guzmán y Valle, 2018. Tuvo como objetivo determinar la influencia de la 
metodología cooperativa en el aprendizaje de los números racionales. El enfoque fue 
cuantitativo de tipo aplicada. El diseño es experimental de estudio cuasi-experimental. La 
población de estudio estuvo conformada por 72 estudiantes (36 grupo control y 36 grupo 
experimental). La técnica utilizada fue encuesta y el instrumento fue el test (pre test y post 
test). La validez por Juicio de expertos es 85% y la confiabilidad con KR20 de Kuder-
Richardson, resultado 0,73 (pre test) y 0,80 (post test). Los resultados en el post test 
indican una diferencia de medias de más de 5 puntos a favor del grupo experimental, es 
decir el promedio de notas fue significativo en todas las dimensiones del aprendizaje de los 
números racionales. Según la prueba U de Mann Whitney el valor de significancia es 
menor a 0,05 entonces se rechaza la hipótesis nula y se acepta la hipótesis alternativa, es 
decir existe evidencia estadística para afirmar que la aplicación de la metodología 
cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de los números racionales en 
estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación 
Enrique Guzmán y Valle, 2018 









The thesis Co-operative methodology for the learning of rational numbers in 
mathematics students of the second cycle of the National University of Education Enrique 
Guzmán y Valle, 2018. Its objective was to determine the influence of the cooperative 
methodology in the learning of rational numbers. The approach was quantitative of applied 
type. The design is experimental quasi-experimental study. The study population consisted 
of 72 students (36 control group and 36 experimental group). The technique used was a 
survey and the instrument was the test (pre test and post test). The validity for Judgment of 
experts is 85% and the reliability with KR20 of Kuder-Richardson, result 0.73 (pre test) 
and 0.80 (post test). The results in the post test indicate a difference of means of more than 
5 points in favor of the experimental group, that is to say the average of scores was 
significant in all the dimensions of the learning of the rational numbers. According to the 
Mann Whitney U test, the significance value is less than 0.05, so the null hypothesis is 
rejected and the alternative hypothesis is accepted, that is, there is statistical evidence to 
affirm that the application of the cooperative methodology significantly influenced the 
learning of the rational numbers in mathematics students of the second cycle of the 
National University of Education Enrique Guzmán y Valle, 2018 













El presente informe de investigación dio a conocer los resultados de la aplicación de 
la Metodología cooperativa en el aprendizaje de los números racionales, en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán 
y Valle, 2018. Dentro muchas estrategias y metodologías de enseñanza de la matemática, 
el aprendizaje cooperativo se presenta como una de las herramientas que pone en marcha y 
desarrolla la transmisión de estos valores indispensables para la vida en sociedad, una 
sociedad diversa en cuanto a aptitudes, creencias y culturas. El aprendizaje cooperativo 
favorece la convivencia desde la aceptación de las diferencias, siendo una poderosa 
herramienta de integración, comprensión e inclusión, además de una metodología que trata 
de garantizar un aprendizaje de calidad. 
Es necesario recordar que los estudiantes presenta las matemáticas como un todo en 
el que se tiene que memorizar, sin que exista una reflexión, una comprensión o un 
razonamiento, aplicando propiedades sin entenderlas bien, origina la presencia de las 
Dificultades de Aprendizaje Matemático a lo largo de todo el proceso educativo. Estas 
dificultades se presentarán bajo diversas modalidades cuando los conocimientos, sobre 
todo los básicos, no están bien comprendidos y cuando los niveles de abstracción y 
competencia cognitiva son inadecuados. En tal sentido las metodologías inadecuadas en 
cuanto a la resolución de problemas matemáticos, la ausencia de ejemplos de situaciones 
de problemáticas fuera de la realidad del estudiante 
La formalización del número racional llegará en el siglo XIX, como lo que el 
álgebra llama cuerpo de fracciones de los números enteros. Los números racionales se 
expresan de dos formas diferentes, como fracción  y con notación decimal.  La escritura 
fraccionaria tiene, para Aleksandrov (1973) su origen en las relaciones entre la aritmética 




de magnitudes c omo el tiempo, da lugar a la notación decimal (Centeno, citado en 
Tamayo et al., 2011). 
Es así que la tesis consta de IV Capítulos los mismos que constan de:  
Capítulo I: Planteamiento del problema, donde se tiene el problema en sí del tema ya 
expuesto, los mismos que se subdividen en los siguientes: Planteamiento del problema, 
formulación del problema, hipótesis, Importancia y alcances de la investigación, 
limitaciones de la investigación.  
Capítulo II: Marco Teórico, donde se desarrolla los antecedentes de la investigación, 
fundamentaciones de las variables tanto independiente como dependiente, definición de 
términos básicos.  
Capítulo III: Hipótesis y variables, que comprende: hipótesis, sistema de variables, 
operacionalización de variables 
Capítulo IV: Metodología: enfoque, tipo, diseño de investigación, población y 
muestra. Técnicas e instrumentos de investigación  
Capítulo V: Resultados, la misma que contiene: validez y confiabilidad de los 
instrumentos, presentación y análisis de resultados.  



















Planteamiento del problema 
 
1.1. Determinación del problema 
Los métodos tradicionales de enseñanza contemplan la clase como un entorno en el 
que el papel del profesor se reduce simplemente a dar información a los estudiantes y en la 
que los objetivos y metas planteados han de conseguirse individualmente por los alumnos. 
Esta situación contrasta con la clase en la que se trabaja de forma cooperativa y/o 
colaborativa. El aprendizaje cooperativo se refiere a un método de instrucción en el que los 
estudiantes trabajan conjuntamente en grupos para alcanzar metas comunes. Los 
estudiantes ayudan a otros para que “todos” puedan alcanzar en alguna medida el éxito. 
Mientras que en la enseñanza tradicional el profesor es el centro de la clase, siendo éste el 
transmisor de la información; en la clase de trabajo cooperativo el centro es el estudiante y 
se considera al profesor como un facilitador y guía del aprendizaje y a los estudiantes 
como buscadores de información. 
Como señalan Scardamalia y Bereiter (1992): Los estudiantes necesitan aprender 
profundamente y aprender cómo aprender, cómo formular preguntas y seguir líneas de 




que conocen. El conocimiento propio que es discutido en grupo, motiva la construcción de 
nuevo conocimiento. 
El rendimiento escolar en el Perú según informe PISA 2009 (Programa 
Internacional para la Evaluación de Estudiantes) está basado en el análisis del 
rendimiento de estudiantes a partir de unos exámenes que se realizan cada tres años y que 
tienen como fin la valoración internacional de los alumnos. Este informe es llevado a cabo 
por la OCDE (Organización para la Cooperación y el Desarrollo Económico), sobre 
pruebas de rendimiento en tres aspectos: comprensión de lectura, matemática y ciencia 
La OCDE, el 7 de diciembre del año 2010, publicó el informe correspondiente a las 
evaluaciones realizadas durante el año 2009. Los resultados para el Perú, 
comparativamente con otros países, incluidos algunos de la región siguen siendo 
desastrosos.  Así, en cuanto al rendimiento en matemática se ocupa el puesto 60; sin 
embargo los resultados son aún peores, ya que el 73,5% de los estudiantes siquiera 
alcanzan el nivel 2 de la prueba y sólo 0,1% logra alcanzar el máximo nivel (nivel 6). En 
resumen, el Perú, al ser evaluado nuevamente mediante la pruebas PISA después de 9 
años, no logra ubicarse entre los primeros países. Más aún, estas mismas pruebas muestran 
diferencias en los rendimientos, cuyos promedios podrían estar ocultando las diferencias 
económicas, sociales y culturales que existen en nuestro país. Así por ejemplo, el 
rendimiento es menor en estudiantes que viven en pequeños pueblos que aquellos que se 
ubican en las grandes ciudades. Asimismo, existen también diferencias en el rendimiento 
según el género de los estudiantes.  
La UMC coordinó la participación del Perú en los ciclos 2000, 2009, 2012 de PISA 
(en las tres ocasiones los resultados no fueron gratos). Y se preparó para participar en el 




han sido presentados oficialmente. 
En este contexto, uno de los temas matemáticos importantes y fundamentales es el 
de los números racionales, que junto a los otros sistemas numéricos se convierten en la 
base de otras ramas de la Matemática como el Álgebra, que es considerada la columna 
vertebral de la misma. 
Los  números racionales que normalmente son conocidos como todas las   
fracciones equivalentes, hacen su aparición en la vida de los estudiantes en los primeros 
grados del nivel primario que normalmente son segundo y tercero, pero la enseñanza 
que reciben  es muy poca, muchas  veces  el  docente  no  se  preocupa  de  enseñar  las  
leyes  y reglas  de  este  conjunto numérico, porque las desconoce, en la mayoría de 
casos no puede trabajar con fracciones, es más algunos  ignoran o hacen a un lado este 
contenido matemático, ya que  cuando ellos fueron estudiantes nunca aprendieron a 
trabajarlo, lo que se evidencia en las capacitaciones que se han dado al  respecto. 
Cuando los estudiantes llegan a secundaria, muestran deficiencias en el trabajo con 
las operaciones básicas de fracciones, debido a que no recibieron la enseñanza 
adecuada; al hacer el diagnóstico en el tema de los números racionales, los 
resultados no son buenos y ese problema afecta en el proceso de enseñanza 
aprendizaje ya que este conjunto numérico, al igual que los demás conjuntos 
numéricos son la base de la operacionalización de todas las ramas de la Matemática. 
Los resultados de exámenes diagnósticos, reflejan que la habilidad para resolver 
operaciones de números racionales es deficiente, ante esta situación surge la siguiente 
pregunta: ¿En qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de los 
números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 




1.2. Formulación del problema 
1.2.1. Problema general 
PG: ¿En qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de los números 
racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional 
de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018? 
1.2.2. Problemas específicos 
PE1: ¿En qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de las 
propiedades de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018? 
PE2: ¿En qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de la relación de 
orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018? 
PE3: ¿En qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje del campo 
arquimediano de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 
ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018? 
PE4: ¿En qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de decimales y 
fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 









1.3.1. Objetivo general 
OG: Determinar en qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de los 
números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
1.3.2. Objetivos específicos 
OE1: Determinar qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de las 
propiedades de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
OE2: Determinar qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de la 
relación de orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 
ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
OE3: Determinar qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje del 
campo arquimediano de los números racionales en estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 
2018. 
OE4: Determinar qué medida influye la metodología cooperativa en el aprendizaje de 
decimales y fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 
2018. 
1.4. Importancia y alcance de la investigación  
La aplicación adecuada de la metodología cooperativa permitirá a los docentes de 




su entorno y con ello se generará un mejor rendimiento académico en aprendizaje de los 
números racionales en sus dos formas: fracciones y decimales, además su relación con las 
diversas áreas curriculares. 
Así mismo la investigación es importante porque pretende conocer la realidad 
resolviendo problemas matemáticos que involucran números racionales, mediante la 
metodología cooperativa, obteniendo como resultados aprendizajes significativos en el 
estudiante. Además, considero que la práctica pedagógica del docente en aula no debe ser 
sólo el lograr avanzar con los contenidos programados, sino hacer que sus estudiantes 
aprendan y comprendan a través de su propia actividad. 
A nivel teórico, permitirá demostrar la importancia de la relación entre el aprendizaje 
organizacional y la calidad docente de los docentes de educación secundaria.  
El aporte metodológico resulta ser sustancial en la medida que los instrumentos 
utilizados para la recolección son válidos y confiables, el procesamiento y su respectivo 
análisis puedan considerarse procedimientos aplicables a otras instituciones educativas.  
1.5. Limitaciones de la investigación 
Las principales limitaciones que posee el trabajo de investigación son: 
Poca información de trabajos sobre la metodología cooperativa en el aprendizaje 
de los números racionales nuestro medio 
Existe cierta renuencia entre el profesorado a responder sobre temas referidos a la 
aplicación de técnicas y estrategias metodológicas en los procesos de enseñanza ya que 
temen ser evaluados, y por lo tanto su cooperación es limitada. 
Es necesario señalar que la mayoría de los docentes no cree que la opinión crítica de 




Se coordinará con el director sobre la importancia que tiene desarrollar esta 
investigación dentro del área de matemática y otras, puesto que no existe mucha 
información al respecto 
Se explicará a los docentes del área de matemática que, la metodología cooperativa 
en el aprendizaje de los números racionales es muy importante porque relaciona todas las 
áreas a partir de la realidad, partiendo de la resolución de problemas, que es una de las 
capacidades fundamentales del área y si los problemas son contextualizados tendría mayor 
efecto en el aprendizaje de los estudiantes. Se explicara también a los docentes que la 





























2.1. Antecedentes del estudio 
2.1.1. Antecedentes nacionales  
Carrillo (2012), en su tesis Análisis de la organización matemática relacionada a 
las concepciones de fracción que se presenta en el texto escolar matemática quinto grado 
de educación primaria. Pontificia Universidad Católica del Perú. La pregunta de 
investigación fue ¿Cuál es la organización matemática relacionada a las concepciones de 
fracción que se presentan en el texto escolar Matemática Quinto Grado de Educación 
Primaria?  La investigación tiene como objetivo general analizar y describir la 
Organización Matemática relacionada a las concepciones de fracción que se presenta en el 
texto escolar Matemática quinto grado de Educación Primaria. Siendo la Teoría 
Antropológica un referente adecuado para describir y analizar cuestiones referidas al 
estudio del objeto matemático de las fracciones en el texto escolar analizado. Al término 
de la investigación confirma que se han podido alcanzar los objetivos planteados. En 
relación a los objetivos específicos debemos señalar lo siguiente: En el texto escolar 




como operador. Cabe destacar que la concepción de fracción como parte-todo es el que 
predomina, se oficializa mediante la definición de fracción y es el que está presente en la 
mayoría de las tareas. La concepción de fracción como operador, aunque no se le define de 
esta manera sino como fracción de un número, se oficializa a través de la técnica de dividir 
las cantidades por el denominador y multiplicar el resultado por el numerador del operador 
y está presente en algunas tareas. Las concepciones de fracción como razón y cociente no 
son consideradas explícitamente, aunque aparecen en forma eventual en otras tareas.   
Quispe y Gallardo (2009), en su investigación Una aproximación a la comprensión 
de la fracción en Perú a través de los libros de texto. El análisis de libros de texto se apoya 
en la dimensión fenómeno epistemológica del modelo operativo para la interpretación de la 
comprensión en matemáticas.  Para el caso de la fracción, esta dimensión exige la 
caracterización de las siguientes componentes: Desde una perspectiva epistemológica, 
centramos la atención en el análisis de los significados y las representaciones más 
significativo dentro de cada texto. Desde un punto de vista fenomenológico, se analizan en 
cada libro (a) el empleo de elementos históricos en su desarrollo didáctico, y (b) la 
contextualización de la fracción y sus aplicaciones en las tareas propuestas. Por la forma 
como se presentan la construcción del número racional y los significados vinculados a la 
fracción, llega a establecer tres periodos diferentes en los libros de texto analizados.  A 
manera de conclusión indica que, la decisión de mostrar el conjunto de los números 
racionales como una entidad formalizada obliga a la mayoría de textos analizados a 
enfatizar en la representación simbólica (algebraica y numérica). Por el contrario, el 
registro gráfico (ilustraciones) se subordina al simbólico, fundamentalmente con 
propósitos explicativos y de ejemplificación.    El uso de transformaciones y conversiones 




fracciones y no profundizar en la complejidad epistemológica de este conocimiento como 
vía para su comprensión.   
Quispe (2011), en su tesis La Comprensión de los Significados del Número Racional 
Positivo y su Relación con sus Operaciones Básicas y Propiedades Elementales. Tuvo 
como objetivo determinar el tipo de relación entre la capacidad de resolución de 
operaciones básicas con fracciones y el conocimiento de las propiedades elementales de 
los números racionales, con la comprensión de los significados del número racional 
positivo, de alumnos de educación secundaria que estudian en la ciudad de Puno. Su 
enfoque fue cuantitativo. El nivel descriptivo correlacional y el diseño no experimental 
transeccional. Concluye que la comprensión de los significados del número racional 
positivo se sustenta esencialmente en el significado parte-todo continuo y parte-todo 
discreto; así, estos alcanzaron el 76.8% y 62.6% de éxito en la interpretación del empleo 
propio correcto de las fracciones. En tanto que, el significado de medida desvinculado de 
su génesis histórica apenas alcanza el 25.5%. 
2.1.2. Antecedentes internacionales 
Castaño (2014), en su tesis Dificultades en la enseñanza de las operaciones con 
números racionales en la educación secundaria. Universidad Autónoma de Manizales. Su 
objetivo fue determinar las dificultades que manifiestan los docentes en la enseñanza de las 
operaciones con números racionales en la educación secundaria. El diseño de investigación 
fue recurrente, puesto que se hace una aplicación secuencial de un diseño cuantitativo y 
uno cualitativo que se aplican independientemente, pero cuyos resultados se 
complementan (Creswell, 1998), pues con ellos se pretenden identificar las dificultades 
que manifiestan los docentes para la enseñanza de las operaciones con números racionales. 




conclusiones, y según lo obtenido en la encuesta y en el taller, las dificultades 
manifestadas por  los  maestros respecto al  aprendizaje del  número racional  y de  las 
operaciones con los números racionales se refieren a un conocimiento acumulado de 
conceptos  anteriores,  puesto  que  la  actividad  de  clase  se  organiza  en  torno  a  una 
secuencia de temas que pretende recoger lo que el estudiante debe saber sobre la 
disciplina. 
Obando (2003), en su tesis La enseñanza de los Números Racionales a partir de 
la relación parte-todo. El problema central de su investigación giró alrededor de los 
procesos de enseñanza y de aprendizaje relativos a los números racionales, centrando la 
atención en aquellos que conciernen a las relaciones parte-todo. la metodología de 
investigación fue el resultado de enfoques teóricos propios de la Didáctica de las 
matemáticas, fuertemente influidos por los trabajos de investigadores franceses como 
Guy Brousseau, Gerard Vergn- aud, Régine Douady y Michèle Artigue, entre otros. El 
análisis didáctico desde la perspectiva de la ingeniería didáctica (en el marco de la teoría 
de situaciones didácticas), constituyó, junto con elementos teóricos tomados de la 
psicología cognitiva y de la teoría de los campos conceptuales, los ejes orientadores de la 
investigación. Los resultados obtenidos al observar los procesos de conceptualización de 
los alumnos muestran la importancia de recuperar para la enseñanza de los números 
racionales los aspectos relacionados con la medida, el tipo de magnitud y el tipo de 
unidad. Un trabajo desde la fracción como relación parte- todo, fundamentado en los tres 
aspectos antes señalados, permitió desarrollar en los alumnos procesos de aprendizaje 
constructivo y autónomo, en lo relativo a las relaciones de orden, la relación de 
equivalencia y la operación aditiva en los números racionales. Pero, de otra parte, la 
investigación también mostró la debilidad que hay desde esta perspectiva de las 




estructura multiplicativa de los números racionales. Esta es pues una línea abierta para 
nuevas investigaciones. 
Ortiz y Ahumada (2016), en su tesis Revisión de los fundamentos de los sistemas 
numéricos. Tuvo como objetivo Analizar y definir una nueva descripción que abordará 
la construcción y fundamentación de los sistemas numéricos, específicamente el de los 
números naturales, los enteros y los racionales. La metodología empleada fue de enfoque 
cualitativo. En la revisión efectuada afirma que Q es un cuerpo arquimédico o también 
cuerpo arquimediano. Finaliza que: Q conjunto de los números racionales, con suma y 
producto es un cuerpo que contiene (y extiende algebraicamente) a los enteros. Además, 
hay un (único) orden en Q, respetuoso de la estructura algebraica de Q y que extiende el 
orden de los enteros. Finalmente, Q es un cuerpo ordenado arquimédico. 
2.2. Bases teóricas 
2.2.1. Metodología cooperativa 
El aprendizaje cooperativo se presenta como una de las herramientas que pone en 
marcha y desarrolla la transmisión de estos valores indispensables para la vida en 
sociedad, una sociedad diversa en cuanto a aptitudes, creencias y culturas. El aprendizaje 
cooperativo favorece la convivencia desde la aceptación de las diferencias, siendo una 
poderosa herramienta de integración, comprensión e inclusión, además de una metodología 
que trata de garantizar un aprendizaje de calidad. 
Johson y Holubec   (2004)  señalaron que el aprendizaje cooperativo es una   
estrategia metodológica que consiste en el trabajo que realiza un grupo de alumnos con 
el objeto de alcanzar metas comunes. En la cooperación los individuos llevan a cabo 
actividades conjuntas para lograr resultados que sean de beneficio no sólo para ellos 




2.2.1.1. Aprendizaje cooperativo 
Muchos estudiosos especializados   en educación han   dedicado el tiempo a 
investigar   la historia del aprendizaje cooperativo y se ha encontrado datos desde tiempos 
muy remotos que no tenían precisamente el nombre de aprendizaje cooperativo, pero por 
la forma de trabajar al hacerlo en equipos, ya   se aplicaba. Trujillo y Ariza (2010) 
señalan que el aprendizaje cooperativo, desde su aparición en los años 70 en Estados 
Unidos, ha tenido una gran difusión y una poderosa expansión, apoyado en múltiples 
investigaciones que ratifican su valor como elemento de innovación docente y 
herramienta de cohesión social. Pero desde tiempos antiguos se sabe de actividades 
cooperativas, por ejemplo en la biblia se pueden encontrar historias del pueblo de Israel 
donde se daba de una   manera   muy especial las actividades cooperativas, también las 
distintas culturas   del mundo antiguo como los egipcios, los babilonios,  los  mayas,  los  
incas,  en  muchas  de  sus  actividades  también  se  utilizó  la cooperación, o sea que el 
asunto del aprendizaje cooperativo, no es nada nuevo en realidad, viene desde tiempos 
antiguos, sin embargo fue de los años sesenta a los setenta cuando se  le dio una 
formalidad en los Estados Unidos, al aplicarlo en el sistema educativo, pero en la historia 
de la humanidad la ayuda entre semejantes y el desarrollo evolutivo del hombre en sus 
actividades, personales, familiares y sociales tuvo  como factor importante la cooperación. 
Según Ferreiro y Calderón (2001), el origen del aprendizaje cooperativo se 
remonta a la historia misma del hombre. El hombre primitivo pudo sobrevivir debido en 
gran medida a la ayuda entre sus semejantes, entre otros factores la clave de su evolución 
fue la cooperación. 
Así mismo señalan que el filósofo romano Séneca enunció que cuando se enseña 




el siglo I, señaló que los estudiantes se benefician cuando se enseñan entre sí. Por su 
parte, la filosofía educativa del teólogo, filósofo y pedagogo checo, Comenio (1592-
1670), expresa que el maestro aprende cuando enseña y el alumno enseña mientras 
aprende. Para el siglo XVIII, el reformista inglés de la educación pública, Joseph 
Lancaster, (1778-1838), introduce la figura de “equipo” mediante la pedagogía del 
trabajo. Mientras que, la pedagogía estadounidense del pragmatismo en los siglos XVIII y 
XIX motiva la cooperación entre alumnos. Ya en el siglo XX, el filósofo, pedagogo  y  
psicólogo  norteamericano,  Dewey  (1859-1952),  con  la  escuela  activa, subraya la 
necesidad de interacción entre alumnos lo que conlleva a   la ayuda mutua y la 
cooperación. 
Es una estrategia del proceso enseñanza-aprendizaje que ayuda a que   se 
desarrolle de una mejor  manera, está basado en el principio de la cooperación y la 
colaboración, para que se pueda desarrollar efectivamente en un grupo de estudiantes es 
necesario   organizarlos por parejas en unas ocasiones, en grupos de tres y si es necesario 
lo más que se puede hacer es organizar grupos de cinco estudiantes, dependiendo del 
tema  y de las circunstancias que se den en el entorno del establecimiento educativo y 
también el área de estudio, los estudiantes muestran una  respuesta más eficaz cuando 
trabajan en equipos colaborativos, ya que salen de lo tradicional y no tienen la presión de 
tener que hacer un trabajo individual que muchas veces los frustra y les dificulta su 
aprendizaje. 
El hecho de colocar a los estudiantes en parejas, en grupos de tres  o de cinco y 
decirles que el trabajo es espontáneo sin la planificación y la coordinación del docente y  
que trabajen  sin la mayor dirección, no es   cooperación, ni produce un resultado que se 
le pueda llamar cooperativo, como señaló Pujolás (2004) el aprendizaje cooperativo debe 




oportunidad de ayudarse los unos a los otros, esto mejora el aprendizaje de los contenidos 
escolares y al  mismo tiempo los estudiantes   entienden y practican lo que es el trabajo 
en equipo, descubren a través del aprendizaje cooperativo, que es una manera diferente 
de aprender y lo pueden aplicar a otras áreas de su formación. 
Además  Trujillo  y  Ariza  (2010)  indicaron  que  el  aprendizaje  cooperativo  
tiene  una  buen resultado si se toma en cuenta el tamaño y la composición del grupo, el 
funcionamiento, las normas y las destrezas sociales que han permitido aplicarlo, señalan 
además que es un paradigma diferente a lo tradicional ya que propicia que haya una 
interacción entre los estudiantes, lo que favorece el constructivismo,  y en la mayoría de 
veces, después de un buen trabajo, con suficiente coordinación y desarrollo, los 
estudiantes pueden llegar a construir su propio aprendizaje, así mismo indican que entre 
la gran variedad de propuestas en el ramo educativo, el aprendizaje cooperativo es una 
respuesta a la formación   no solo de los estudiantes, sino también a la adquisición de la 
experiencia de los docentes. 
Así mismo Prieto (2007) señaló que el aprendizaje cooperativo es una respuesta a 
una clara manifestación del carácter social del ser humano, que lo conduce a relacionarse 
con otros, y le da dirección a las relaciones interpersonales que establece con sus 
semejantes, indica que más interesante es hacer de la cooperación una doctrina de 
enseñanza, o sea convertir el apoyo mutuo en un instrumento de aprendizaje, cooperar 
para   aprender   es muy importante, el docente juega un papel trascendental para que la 
cooperación pueda llevarse a cabo, el aprendizaje cooperativo es una herramienta que 
bien aplicada, mejorará  el aprendizaje de los estudiantes y su calidad de vida. 
Entre tanto que Pujolás (2010) indicó que el aprendizaje cooperativo es útil para  




conocimientos necesarios para trabajar con  sus compañeros,   apoyarse   en   forma   
recíproca   y   solucionar   problemas significativos, también ayuda a que se propicie 
entre los estudiantes el respeto mutuo,   la individualidad y la valoración de cada uno 
como se   lo merece como persona humana importante dentro de la sociedad, además 
señala que con la enseñanza cooperativa, se puede sacar  provecho  de  la  individualidad  
de  cada  estudiante  y  que  tenga  la  oportunidad  de desarrollar sus habilidades y 
conocimientos dentro del contexto de un grupo grande de compañeros. 
También Díaz (2004) señaló que el aprendizaje cooperativo propone un cambio 
importante en el papel del profesor y en la interacción que establece con sus estudiantes. 
El control de las actividades deja de estar centrado en él y pasa a ser compartido por toda 
la clase. Este cambio hace que el docente implemente nuevas actividades, además de las 
que habitualmente realiza y que contribuyen a mejorar la calidad educativa, como por 
ejemplo: enseñar a cooperar de manera positiva, observar lo que sucede con cada 
grupo y con cada estudiante, prestarle atención a cada equipo de trabajo para darle 
solución a problemas que puedan surgir, darle oportunidad y reconocimiento de 
comprobar su propio progreso a todos los estudiantes. 
Además  indicó que el aprendizaje cooperativo permite y exige una mayor 
colaboración entre docentes de la que habitualmente se produce entre otros métodos o 
estrategias, y cuando varios docentes cooperan en su aplicación, mejora su eficacia y 
viven la experiencia de una forma mucho más satisfactoria que cuando lo aplican 
individualmente, además les hace entender que la incorporación óptima del aprendizaje 
cooperativo no sustituye a los otros procedimientos (explicaciones del profesor, trabajo 
individual y otros), sino que los complementa. Finalmente resume en tres rasgos las 
condiciones para el aprendizaje cooperativo: Dividir la clase en equipos de aprendizaje 




durante el proceso de enseñanza aprendizaje; animar a los estudiantes a ayudar a sus 
compañeros de equipo para mejorar el aprendizaje en las tareas asignadas; recompensar 
por el rendimiento obtenido como consecuencia del trabajo en equipo. 
Otro aporte importante es el de Morales (2006) que señaló que el aprendizaje 
cooperativo es una  actividad  que  se  realiza  en  equipos  de  trabajo  en  la  escuela,  
con  la  supervisión  y orientación  del  docente,  pero  se  debe  tener  claro  que  la  
escuela  es  un  lugar  donde  los estudiantes no van a aprender solo contenidos, sino 
estrategias para descubrir el conocimiento de manera cooperativa, así como valores 
básicos para la convivencia cotidiana, la interacción entre  los  estudiantes  y  los  equipos  
de  trabajo  es  importante  para  que  se  logre,  también favorecer el trabajo cooperativo 
y la autonomía personal de forma simultánea y no excluyente es necesario. Además 
señala que hay una íntima relación entre la escuela inclusiva y el uso de estrategias 
cooperativas en el aprendizaje. 
Por último Barriga y Hernández (2010) indicaron que el aprendizaje cooperativo 
es la relación que  se  establece  entre  un  grupo  de  estudiantes  que  requiere  
interdependencia  positiva, rendición de cuentas individual (cada participante tiene que 
contribuir y aprender), habilidades interpersonales  (comunicación,  confianza,  
liderazgo,  toma  de  decisiones,  resolución  de conflictos), interacción promocional 
cara a cara y procesamiento (reflexionar acerca de qué tan bien está funcionando el 
equipo y cómo puede aún funcionar mejor). 
En resumen, el aprendizaje cooperativo se caracteriza por el tamaño y la 
composición del grupo, sus objetivos y “roles”, su funcionamiento, sus normas, y las 
destrezas sociales que lo crean, lo mantienen y lo mejoran.  Puede ser una forma de 




adquirir un mejor conocimiento de los conceptos, mejorar la capacidad de resolución 
de problemas, y perfeccionar las destrezas comunicativas y lingüísticas. En actividades 
en pequeños grupos, se promueve la atmósfera positiva necesaria para una interacción 
en el aula satisfactoria. Los estudiantes que trabajan juntos en grupos heterogéneos 
asumen responsabilidades respecto al aprendizaje de los compañeros y desarrollan una 
mayor receptividad hacia el aprendizaje y el lenguaje. Además dado  que  el  lenguaje  
es  interactivo  en  sí  mismo,  aprender  una  lengua  en  un  entorno cooperativo 
permite a los estudiantes integrar lenguaje y contenidos si se dan las condiciones 
adecuadas. Es una estrategia recomendada para aplicar en el proceso enseñanza 
aprendizaje diferente a los sistemas tradicionales. 
2.2.1.2. Aplicación del aprendizaje cooperativo 
El aprendizaje cooperativo es   una muy buena herramienta en el proceso de 
enseñanza aprendizaje, y es tarea de los docentes salir de los sistemas tradicionales e 
individualistas y aplicar esta estrategia, se debe considerar que se desarrolla mejor cuando 
se hace una organización  en  grupos  cooperativos,    para  facilitar  el  trabajo,  Díaz  y  
Hernández  (2004) indicaron que la base del aprendizaje cooperativo, está en los 
siguientes componentes: 
Interdependencia positiva: Los estudiantes tienen que esforzarse junto con los 
compañeros, para lograr la completación de una tarea o actividad, lo que creará un 
vínculo entre todos y se darán cuenta que no pueden alcanzar el éxito solos, sino con la 
participación de todos. Por esta razón comparten apoyo mutuo y cuando llega el éxito lo 
celebran juntos, de tal manera que el aprendizaje es efectivo en los miembros del 
grupo y esos resultados ayudan a mejorar la capacidad individual, el lema del trabajo 




Interacción promocional cara a cara: Es necesario que los estudiantes interactúen 
entre sí, en relación con las actividades y materiales de estudio, aportando 
explicaciones,   discusiones, criterios propios, experiencias obtenidas anteriormente y que 
son útiles para la nueva información, todo ayudará a promover un aprendizaje 
cooperativo. A través de la interacción social se da la posibilidad de ayudarse unos a 
otros, también se propicia la realimentación  y se ejerce de alguna manera presión sobre 
aquellos miembros del equipo que tienen poca motivación para trabajar, además  se puede 
dar en forma presencial y virtual. 
Responsabilidad y valoración personal: El trabajo en equipo permite conocer  
quien necesita más apoyo para completar las actividades y evitar que unos trabajen más y 
otros descansen, dentro de las metas está el fortalecimiento académico y   afectivo de 
cada uno de sus integrantes, con el trabajo cooperativo se termina con el problema de 
aquel estudiante que espera beneficiarse del trabajo del resto del equipo sin contribuir en 
nada, además  el trabajo cooperativo  hace que todos adquieran responsabilidad, realicen 
los  mismos esfuerzos y que los resultados finales den a cada uno individualmente la 
valoración que se merece y a la que se hizo acreedor. 
Habilidades interpersonales y de manejo de grupos pequeños: Se les debe enseñar 
a los estudiantes que en el trabajo cooperativo, es necesario conocerse y confiar unos en 
otros, comunicarse de manera precisa, aceptarse y apoyarse, resolver problemas de una 
manera constructiva a través del diálogo, de la justicia, la hermandad, la tolerancia, la 
honestidad, el sentido de equidad, todo ello ayudará a promocionar el desarrollo humano 
y toma sentido la necesidad de una cultura orientada a la colaboración, por eso el 
aprendizaje cooperativo no se limita  a  un    grupo  de  técnicas,  sino  que  incluye  




Procesamiento en grupo: cuando los estudiantes interactúan con sus compañeros 
de grupo o de equipo, obtienen beneficios que no alcanzarían al hacer el trabajo solos o 
también cuando están solos frente a un docente que se convierte en un repetidor de 
contenidos o temas que muchas veces no entienden, por eso la participación en los 
equipos de trabajo cooperativo requieren de  conciencia clara y reflexiva, esto hace que 
se mantengan relaciones efectivas y apropiadas entre los miembros del equipo de trabajo 
y ayudará a decidir cuáles son las acciones que deben continuar, intensificarse o cambiar, 
para seguir el trabajo de una manera productiva, provechosa y respetuosa, a fin de   
alcanzar la metas trazadas con el mayor beneficio para todos. 
2.2.1.3. Estrategias de aprendizaje cooperativo 
Díaz y Hernández (2004) señalaron algunas estrategias de aprendizaje cooperativo 
que bien pueden aplicarse, entre ellas: 
Trabajo en equipo.  Se organizan los estudiantes en equipos de cuatro o cinco 
elementos, se señalan los objetivos del trabajo para que esté claro que el éxito conjunto se 
logrará al entender que no es cuestión de hacer una tarea, un trabajo o un ejercicio, sino 
de aprender, se destacan en esta estrategia: La responsabilidad individual, los premios de 
equipo y el éxito compartido. 
Rompecabezas. Se trabaja con equipos heterogéneos de cuatro miembros, se les 
asignan ejercicios de operaciones de fracciones, se nombra un representante que tenga 
dominio completo de la parte que se le asignó, luego esos representantes forman un 
equipo para comentar y compartir entre ellos, regresan después a sus respectivos grupos 
para enseñar lo que saben, al final se hace una evaluación individual y en equipo. 
Investigación en grupo. Los estudiantes trabajan en grupos pequeños entre dos y 




equipo organizado expone a   todos sus compañeros lo que aprendieron, presentan un 
informe al profesor que por último hará una propuesta para realizar la evaluación tanto 
individual como colectiva. 
Resolución de problemas. Los estudiantes trabajan en equipos de cuatro 
integrantes, se les asignan problemas sobre operaciones de números racionales, un 
problema diferente a cada equipo, el cual deberán resolver y luego exponer al resto de la 
clase, las dudas o preguntas que surjan durante la exposición, reciben respuesta de los 
integrantes de cada equipo con la orientación del docente. 
Grupos de Enfoque. Se trata de una discusión semiestructurada acerca de un 
problema sobre operaciones de fracciones que presenta el docente, ante el cual se pide a 
los integrantes del equipo que resuelvan y respondan libremente de la manera más 
precisa y concisa posible ante el resto de sus compañeros. 
Cooperación y enseñanza individualizada. A los estudiantes se les asignan cuatro 
problemas sobre operaciones de números racionales, luego forman parejas o grupos de 
tres, intercambian conocimientos y respuestas con la posibilidad de pedir ayuda a los 
otros grupos o al docente, al finalizar el docente verifica la ayuda mutua y la 
cooperación y asigna una calificación individual y grupal. 
Lápices al centro. El docente asigna a  cada equipo una hoja con tantos ejercicios 
sobre el tema que trabajan en la clase como miembros tiene el equipo de base 
(generalmente cuatro). Cada estudiante debe hacerse cargo de un ejercicio (debe leerlo en 
voz alta, debe asegurarse de que todos sus compañeros aportan información y expresan su 
opinión, y comprobar que todos saben y entienden la respuesta consensuada). Se 
determina el orden de los ejercicios. Cuando un estudiante lee en voz alta el ejercicio y 




todos se colocan en el centro de la mesa para indicar que en aquellos momentos solo 
se puede hablar y escuchar y no se puede escribir. Cuando todos tienen claro lo que 
hay que hacer o responder en aquel ejercicio, cada uno coge su lápiz y escribe o hace en 
su cuaderno el ejercicio en cuestión. En este momento, no se puede hablar, solo escribir. 
A continuación, se vuelven a poner los lápices en el centro de la mesa, y se procede del 
mismo modo con otro ejercicio, esta vez dirigido por otro alumno. 
Aprender juntos. Los estudiantes se agrupan en equipos heterogéneos de 4 o 5 
integrantes. Los grupos trabajan con hojas de actividades especialmente diseñadas por el 
docente, en este caso ejercicios de operaciones de números racionales, cuando los grupos 
han terminado de trabajar con las hojas de actividades, realizan un único trabajo colectivo 
que entregan al profesor. El trabajo grupal constituye la base de la evaluación y sirve 
otorgar las recompensas y reconocimientos. 
Los cuatro sabios.  El docente elige 4 estudiantes de la  clase  que  dominen  el  
tema  de operaciones con los números racionales, éstos se convierten en "sabios”. Les 
pide que se preparen bien, puesto que deberán enseñar lo que saben a sus compañeros de 
clase. Un día se organiza una sesión en la que un miembro de cada equipo de 4 
estudiantes deberá acudir a uno de los "4 sabios" para que le explique, el estudiante 
vuelve a su equipo a explicar lo aprendido al resto de sus compañeros. 
2.2.1.4. Evaluación de actividades cooperativas 
Prieto (2011), indicó que la evaluación en el aprendizaje cooperativo es   muy 
importante, porque la  información  que  se  obtiene  no  sólo  responde  a  la  calidad  del  
producto  del aprendizaje sino a todo el proceso que los alumnos han realizado durante 
una actividad. La evaluación de las actividades cooperativas brinda la oportunidad de 




diversas técnicas disponibles y los distintos agentes de evaluación.  Como cualquier otro 
proceso evaluativo, ayuda a que profesores y estudiantes conozcan lo que se ha o no 
aprendido. Para facilitar el proceso de evaluación es bueno conocer y aplicar la variedad 
de estrategias y opciones disponibles. El profesor desde el momento de la planificación 
debe especificar los criterios de evaluación más adecuados tanto del producto como del 
proceso de aprendizaje. En las actividades cooperativas se dan tres modalidades o agentes 
de evaluación: 
a) La evaluación realizada por el profesor. El profesor tiene un lugar importante 
como agente de evaluación de las actividades cooperativas, al momento de evaluar 
los resultados que logran los estudiantes, tiene tres posibilidades: La evaluación 
individual en el contexto de una actividad cooperativa: El rendimiento individual de 
cada uno de los integrantes del grupo cooperativo es posible evaluarlo, ya que 
uno de los objetivos del aprendizaje cooperativo es que todos los alumnos mejoren 
su potencial individual. Además, algunos resultados individuales, como el dominio 
de ciertas destrezas sociales o de pensamiento, sólo es posible evaluarlos dentro de 
un contexto grupal. Esta evaluación ayuda a que algunos alumnos no se sientan 
desmotivados porque su rendimiento individual es afectado por el bajo rendimiento 
de otros. 
La evaluación del producto grupal: Muchas veces los grupos realizan 
proyectos grupales, lo más común es que se le asigne una sola calificación a todo el 
grupo, lo anterior trae problemas porque no siempre todos los miembros trabajan 
de igual manera, además, el concepto calidad no tiene el mismo significado para 
todos.  Con el objeto de reducir de alguna forma los problemas, es necesario 
informar a los alumnos los criterios para evaluar la calidad del producto final, así 




positivo de este tipo de evaluación es el sentido de pertenencia grupal que se 
desarrolla al pensar en recibir una sola puntuación para todos, lo que lleva a los 
alumnos a unir esfuerzos y enfatizar en las conductas cooperativas. 
La evaluación del producto grupal y del rendimiento individual: Una decisión 
acertada para evaluar las actividades cooperativas en clase es dar dos calificaciones: 
Una al desempeño grupal, por la calidad del producto entregado y la calidad del 
proceso seguido, y otra, al desempeño individual, por su contribución a la tarea y a 
las habilidades cooperativas que ha realizado en el transcurso de la misma. Este tipo 
de evaluación puede contribuir a alcanzar las metas de la cooperación sin restar 
importancia a la responsabilidad individual del alumno. 
b) La evaluación entre iguales: La evaluación de la calidad y la cantidad del 
aprendizaje de otros convierte a la evaluación en una experiencia de aprendizaje 
que mejora el propio desempeño del alumno. Con esta modalidad se pueden 
realizar evaluaciones con más frecuencia y se obtienen datos que, aunados a los de 
la evaluación por parte del profesor y los de la auto-evaluación, permiten 
c onocer con más precisión la calidad del producto y del proceso de aprendizaje 
cooperativo.  En el aprendizaje cooperativo, los estudiantes se encuentran en una 
excelente posición, más que el mismo profesor, de evaluar ciertos aspectos, ya que 
al trabajar en grupo son los observadores directos de la conducta de sus 
compañeros, de su progreso, de la solución de problemas, de la dedicación en 
cada tarea, de la forma en que dan y reciben ayuda, de ahí que merezcan ser 
también sujetos evaluadores. 
Para que esta evaluación sea eficaz e informe realmente del aprendizaje de 




utilizar para evaluar su desempeño, formar a los alumnos en el análisis de los 
criterios establecidos y a medida que avanza la actividad, animar a que cada 
alumno evalúe el desempeño propio y el de sus compañeros. 
c) La autoevaluación: Este proceso no es algo común, sin embargo, hacer a los 
alumnos parte de la evaluación puede ayudarlos en su aprendizaje y llevarlos a 
la reflexión individual y grupal, consciente y guiada, sobre el proceso que han 
seguido para aprender, con énfasis en la calidad de la participación en el grupo 
cooperativo y de los resultados obtenidos. La autoevaluación genera diversos 
beneficios, entre ellos: Conduce a la autoconciencia, despierta la sensibilidad 
social, potencia la comprensión de sí mismo, aumenta el compromiso con el 
aprendizaje, permite la evaluación de las acciones propias y eleva la confianza 
personal. 
2.2.1.5.  Participantes en la estrategia de aprendizaje cooperativo 
(Comunidades de aprendizaje) 
Alcalde (2006) expuso que las comunidades de aprendizaje son una agrupación de 
estudiantes, padres de familia, docentes y autoridades que unidos buscan que el proceso 
de enseñanza aprendizaje se desarrolle de una mejor manera, con la motivación de los 
estudiantes, la orientación   de los docentes, la implicación de los padres de familia y el 
apoyo de las autoridades. 
Manifiesta también esta autora que las comunidades de aprendizaje son un modelo 
de enseñanza aprendizaje actual para solucionar la crisis educativa en la que 
intervienen los estudiantes, los padres de familia, los docentes y las autoridades 





También Gallegos (2011) indicó que las comunidades de aprendizaje son un ámbito 
educativo holista donde todos los participantes, docentes, estudiantes, autoridades, 
administrativos y empleadores juegan una papel importante, protagónico, en un proceso 
de mutuo aprendizaje significativo, donde no importa el rol que se desempeñe, todos 
aprenden. 
Además, Elboj y Soler (2005) señalaron que las comunidades de aprendizaje son 
una apuesta por un modelo educativo que pertenece a la sociedad de la información y 
que, además es superador de las desigualdades sociales y económicas que en ella se 
generan. La sociedad industrial ha quedado atrás y es absurdo pretender mantener formas 
y prácticas educativas que pertenecen a una sociedad ya caduca porque son, 
evidentemente formas y prácticas educativas también caducas. Mientras otros ámbitos 
como la empresa o la sanidad se transforman acorde con los cambios sociales, las aulas y 
los centros educativos no han cambiado demasiado. Se necesita la transformación de los 
mismos para lograr que todos los estudiantes obtengan las capacidades que requieren para 
no sufrir exclusión en la sociedad de la información. 
Indican además dichas autoras que en la actualidad ya existe un número creciente 
de centros educativos que a través de comunidades de aprendizaje apuestan por la 
transformación, y la creación  de  sentido  de  sus  familiares  y  de  toda  la  comunidad  
educativa  quienes  van extendiendo su aguijón utópico y esta nueva forma de hacer 
educación se está practicando cada día más. Una comunidad de aprendizaje es un 
proyecto de transformación social y cultural de un centro educativo y su entorno, para 
conseguir una sociedad de la información para todas las personas, basada en el 
aprendizaje dialógico mediante la educación participativa de la comunidad que se 




También señalan   que en las comunidades de aprendizaje la participación activa en 
la elaboración del proyecto educativo se abre a toda la comunidad y, especialmente, a las 
familias que son protagonistas y a la vez responsables de la educación de sus hijos e 
hijas. Se rompe la visión tradicional, según la cual la transmisión de conocimiento se 
concibe exclusivamente desde la figura del profesorado y se incorpora el saber del resto 
de personas implicadas en el proyecto. 
2.2.2. Números racionales 
En la historia, se han construido varios sistemas numéricos, algunos de los cuales 
son subconjuntos de los otros, entre ellos se tienen los complejos, los imaginarios, los 
reales, los irracionales, los enteros, los naturales y los racionales.  
Según Cohen y Ehrlich (1963) afirmó que los números racionales es 
todo número que puede representarse como el cociente, de dos enteros 
con denominador distinto de cero (una fracción común). El término «racional» alude a 
«ración» o «parte de un todo», y no al pensamiento o actitud racional. 
Un número racional es un cociente de dos enteros  . 
Este hecho sugiere tomar parejas de enteros (a,b) y (c,d) con bd ≠ 0 y declarar que estas 
parejas representan el mismo número racional si y sólo si ad − bc = 0. 
En otras palabras, se tiene una relación S = Z × (Z\{0}) definida como sigue. 
Dados (a,b),(c,d) ∈ S, (a,b) ∼ (c,d) si y sólo si ad − bc = 0. 
Relación de equivalencia 
Observación: ∼ es una relación de equivalencia en S. 
i) (a,b) ∼ (a,b) claro. 




iii) Si (a,b) ∼ (c,d) y (c,d) ∼ (e,f) entonces ad − bc = 0 y cf − de = 0. Multiplicando la 
primera ecuación por f y la segunda por b y sumando se tiene adf − bde = 0. Ya que 
d ≠ 0, entonces af − be = 0, i.e. (a,b) ∼ (e,f). 
Dado (a,b) ∈ S, la clase de equivalencia de (a,b) se denota por [(a,b)]. 
Definición. El conjunto de los números racionales se define como  
Z,b ∈ Z\{0}}. 
Notación. Si [(a,b)] ∈ Q se escribe . 
Usando esta notación, se puede intuir como definir la suma y multiplicación de racionales. 
Dados , se define . 
Enseguida se muestra que estas definiciones son independientes de los representantes, más 
precisamente: 
Supongamos que  entonces 
  
ab’ – a’b = 0                                                                                                                (1) 
y 
 cd’ – c’ d = 0 (2) 
De estas ecuaciones se tiene: 
 ab’dd’ –a’bdd’ = 0 & cd’bb’ –c’dbb’ = 0;  
sumándolas obtenemos adb’d’ – a’bdd’ + cd’bb’ – c’dbb’ = 0  
y de aquí se tiene (ad + bc)b’d’ = (a’d’ + b’ c’)bd o´ 
  (3) 




ab’ cd’ – a’bcd’ = 0  
cd’a’b – c’da’b = 0 
Sumando estas ecuaciones se llega a ab’cd’ – c’da’b = 0,  
equivalentemente                                                                                    (4) 
Las ecuaciones (3) y (4) muestran que la suma y la multiplicación de racionales está bien 
definida. 
De las definiciones de suma y producto en Q se tiene que  son identidades para la 
suma y producto respectivamente; la notación para estas identidades son 0 y 1 como 
siempre. 
2.2.2.1. Propiedades de los números racionales 
Cohen y Ehrlich (1963). Las principales propiedades de Q con las operaciones definidas se 
encuentran contenidas en el siguiente teorema. 
Teorema: (Q,+,•,0,1) es un campo. 
Demostración. Mostrar que Q es un campo, es equivalente a mostrar que 
i) (Q,+,0) es un grupo abeliano. 
ii) (Q\{0},•,1) es un grupo abeliano. 
iii) x • (y + z) = x • y + x • z, ∀ x,y,z ∈ Q. 
i) La adición en Q es asociativa. Si , entonces 
 





, de las ecuaciones anteriores se 
concluye que 
  
La existencia de 0 se obtiene de.  
 
El inverso aditivo de  
𝑎
𝑏
     es  −
𝑎
𝑏
   y la conmutatividad se obtiene de la conmutatividad en 
Z. 
ii) Está claro que • es asociativa, es decir .  
 
También se tiene que    ≠ 0, de esta forma 
1
1
 𝑒𝑠 𝑢𝑛𝑎 𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑.   𝑆𝑖 
𝑎
𝑏
 ≠ 0  entonces 
[(a,b)] ≠ [(0,1)] o´ a ≠ 0, de aquí, el elemento [(  , esto se 
obtiene de ba − ab = 0. 
También se tiene que , ya que acdb − bdca = 0. De aquí se concluye que 
(Q\{0},•,1) es un grupo abeliano. 
iii) Distributividad:  
. 
Por otro lado  y de estas ecuaciones la igualdad 




2.2.2.2. Orden en el campo de los números racionales 
Según Cohen y Ehrlich (1963). Se puede decir que, tener un campo ordenado, es la 
mínima condición para empezar con cálculo o más general, análisis. En esta sección se 
define el orden en el campo de los números racionales, y se empieza la construcción del 
único campo que es arquimediano, ordenado y completo: los números reales. 
Antes de empezar el trabajo de construir el sistema de los números reales se presentan 
algunas consideraciones sobre los dominios enteros ordenados. 
Definición. Sea D un dominio entero. Un subconjunto no vacío P en D es llamado un 
conjunto de elementos positivos si 
i) P es cerrado bajo adición y multiplicación. 
ii) Dado a ∈ D, exactamente una de las siguientes condiciones se cumple: a ∈ P, a = 0 
o´ −a ∈ P (tricotomía). 
Si P es un conjunto de elementos positivos en D, −P = {−a : a ∈ P} y D = {0}∪P ∪(−P). 
Por ii), es claro que la unión anterior es disjunta. 
Si D tiene un conjunto de elementos positivos P, se dice que D es ordenado por P. El 
conjunto P ∪ {0} es llamado el conjunto de elementos no negativos en D. 
Observación. Si D es un dominio entero ordenado, el conjunto de elementos no negativos 
induce un orden parcial como se muestra a continuación: 
Dados a,b ∈ D, a ≤ b si b − a ∈ P ∪ {0}. 
Primeramente, note que el conjunto de elementos no negativos en D es cerrado bajo 
adición y multiplicación. 




ii) Si a ≤ b & b ≤ c, entonces b − a, c − b ∈ P ∪ {0}, de esta manera (c − b) + (b − a) = 
c − a ∈ P ∪ {0} por lo tanto a ≤ c. iii) Si a ≤ b & b ≤ a entonces, b − a, a − b ∈ P ∪ {0} 
por lo tanto a = b. 
Se tiene que el orden en D inducido por los elementos no negativos satisface la propiedad 
de la tricotomía. Si D es un campo con un conjunto de elementos positivos se dirá que D 
es un campo ordenado. 
Recuerde que un número racional x es una clase de equivalencia x = [(a,b)] con b ≠ 0.  
Sea Q+ = {x ∈ Q: ab >Z 0}. 
Supongamos [(a,b)] = [(c,d)], entonces ab >Z 0 ⇐⇒ cd >Z 0. 
En efecto, [(a,b)] = [(c,d)] ⇐⇒ ad − bc = 0 o´ ad = bc, entonces 
 adbc = b2c2                                                                                                     (5)                                                                    
Si ad >Z 0, entonces ad ≠ 0, de esto bc ≠ 0, y de (5) se tiene ad >Z 0 ⇐⇒ bc >Z 0. 
Teorema. Q+ es un conjunto de elementos positivos para Q. 
Demostración.  
i) Se debe probar que Q+ es cerrado bajo adición y multiplicación pues 
claramemte es no vacío. Sean x,y ∈ Q+ digamos , entonces 
 Z 0, en efecto esto es verdadero. 
Por otro lado,      𝑥 . 𝑦 =  
𝑎𝑐
𝑏𝑑
  , por lo tanto x • y >Z 0 ⇐⇒ acbd >Z 0 ⇐⇒ (ad)(bc) >Z 0. 
Como ad,bc >Z 0, entonces x • y >Z 0. 
ii) Sea x ∈ Q\{0}, entonces  con a 6= 0, de esta manera ba >Z 0 ´o ba <Z 0, por 





Del teorema anterior, se tiene que Q es un campo ordenado, el conjunto de elementos no 
negativos en Q induce un orden parcial en Q que satisface la propiedad de la tricotomía. Si 
se considera el orden en Q inducido por Q+ entonces se tiene, como se muestra en el 
siguiente resultado, que Z ,→ Q (inclusión) y la inclusión conserva, tanto operaciones 
como el orden, más precisamente: 
Teorema. Sea ϕ : Z → Q dado por . Entonces ϕ satisface 
i) ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b), ∀ a,b ∈ Z.  
ii)  ϕ(a • b) = ϕ(a) • ϕ(b), ∀ a,b ∈ Z. 
iii)  ϕ(a) > 0 ⇐⇒ a >Z 0. 
Demostración.  
i) Claramente [(a + b,1)] = [(a,1)] + [(b,1)], as´ı ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b).  
ii) [(a,1)][(b,1)] = [(ab,1)], entonces ϕ(a • b) = ϕ(a) • ϕ(b). 
iii) [(a,1)] > 0 ⇐⇒ a • 1 = a >Z 0.  
Definición. Sea F un campo, se dice que F tiene característica p > 0, si p es el mínimo 
entero positivo, tal que 
, entonces se dice p veces 
que F tiene característica cero. 
Campos Ordenados Arquimedianos 
Según Knuth,  D. (1974). En física, es bien conocido el postulado de Arquímedes 
que dice lo siguiente: 
Dame una palanca lo suficientemente larga y un punto de apoyo y moveré al mundo. 
Este postulado es conocido como el principio arquimediano para los números reales, por 




Definición (Principio Arquimediano). Sea F un campo ordenado. Si < denota el orden en 
F, < se llama arquimediano si para cada dos a,b ∈ F con b > 0, existe n ∈ N tal que a ≤ 
nb. 
Definición Sea F un campo ordenado por <. Se dice que < es denso en F, si para todos 
a,b ∈ F con a < b, existe c ∈ F tal que a < c < b. 
Observación. Si (F,<) es un campo ordenado, entonces < es denso. 
Demostración. Sea a < b, como F es ordenado, entonces 1F + 1F = 2 > 0, de esta manera a 
+ a < a + b < b + b, por lo tanto .  
Corolario. El orden en Q es denso. 
Teorema. (Q,<) es un campo arquimediano. 
Demostración. Sean a,b ∈ Q con b > 0. Si a ≤ b hemos terminado, por lo tanto, se puede  
suponer que 0 < b < a, entonces 𝑏 =  
𝑚
𝑛
 , 𝑎 =  
𝑝
𝑞
     con m,n,p,q enteros positivos, de esto, 
.  
Por lo tanto, afirman Cohen y Ehrlich (1963) los números racionales cumplen la 
propiedad arquimediana o de densidad, esto es, para cualquier pareja de números 
racionales existe otro número racional situado entre ellos, propiedad que no estaba 
presente en los números enteros, por lo que los números racionales son densos en 
la recta de los números reales. 
En el Antiguo Egipto ya se calculaba utilizando aquéllas cuyos denominadores son 
enteros positivos, como: Cualquier fracción que escribimos con un numerador no unitario, 
los egipcios la escribían como suma de fracciones unitarias distintas, de ahí que las sumas 
de fracciones unitarias se conozcan como fracción egipcia. Además, se puede demostrar 




Los babilónicos utilizaban fracciones cuyo denominador era una potencia de 60, 
mientras que los egipcios usaron, sobre todo, las fracciones con numerador igual a 1. En la 
escritura, la fracción la expresaban con un óvalo, que significaba parte o partido, y debajo, 
o al lado, ponían el denominador; el numerador no se ponía por ser siempre 1. 
Los griegos y romanos usaron también las fracciones unitarias, cuya utilización 
persistió hasta la época medieval. 
En el siglo XIII Leonardo de Pisa, mejor conocido como Fibonacci, introdujo en 
Europa la barra horizontal para separar numerador y denominador en las fracciones. 
Por ejemplo:  
𝑎+𝑏
𝑐−𝑑
   equivale a (a + b) / (c – d) y es más legible. De esta forma de 
escribir se deriva una forma de hablar: por ejemplo, al racional ¾ se lo llama también 
“tres sobre cuatro”. A los números racionales también se les llama quebrados, 
fracciones o fraccionarios, pero estos dos últimos nombres sólo suelen usarse cuando el 
denominador no sea 1 (Obregón, 2007, p. 113). Según Kieren (citado por Dickson 
(1991, p. 294): “los números racionales” son los números expresables como razón o 
cociente de dos números enteros y, por consiguiente, entre ellos contamos con todas las 
fracciones, porcentajes y demás decimales representables mediante fracciones, esto es, los 
decimales finitos y los periódicos. 
La definición de número racional de Kieren (1980) dijo: “cualquier número x 
que satisface ax = b donde a y b son enteros (a ≠ 0)” (p. 128). Esta definición no 
dice mucho sobre la noción de los números racionales tal como ocurre en el 
conocimiento personal, pues los números racionales pueden significar muchas más 
cosas.  Wagner (citado por Kieren, 1980) sugiere que el concepto de número racional 





El conjunto de los números decimales en Q 
Un número decimal es un número racional de la forma    
 denota al conjunto de los números de este tipo. Es decir     
Expresión Racional de un número decimal: el número  en base  con un punto 
a  lugares del extremo derecho, por ejemplo           se denota como  
2.2.2.3.  Representación decimal de los números racionales 
Los números racionales se caracterizan por tener un desarrollo decimal cuya expresión 
solo puede ser de tres tipos: 
Exacta: la parte decimal tiene un número finito de cifras. Ejemplo: 
 
 
Periódica pura: toda la parte decimal se repite indefinidamente. Ejemplo: 
 
 
Periódica mixta: no toda la parte decimal se repite. Ejemplo: 
 
Número decimal  
En el aprendizaje de los números decimales, los alumnos encuentran dificultades en 
las operaciones, en el uso del cero, en la lectura y escritura de los números y en el orden. 
Estas dificultades se deben en gran medida a la persistencia de conocimientos de los 




Estos son representaciones lineales que constan de dos partes: una parte entera y una 
parte decimal separadas ambas por una coma, denominada coma decimal. Antiguamente se 
utilizaba el punto decimal, que ahora se emplea para los casos de multiplicación en nuestro 
caso. 
Decimales exactos o finitos: Se escribe en el numerador la expresión decimal sin la 
coma (como un número entero), y en el denominador un uno seguido de tantos ceros como 
cifras decimales. Ejemplo:  





nabc   
Decimales periódicos puros: La fracción de un número decimal periódico tiene como 
numerador la diferencia entre el número escrito sin la coma, y la parte anterior al periodo; 
y como denominador, tantos "9" como cifras tiene el periodo. 
Ejemplo:  





aaa   
Decimales periódicos mixtos: Tendrá como numerador la diferencia entre  y , donde  es 
el número escrito sin la coma, y  es el número sin la parte decimal periódica, 
escritos ambos como números enteros. El denominador tendrá tantos "9" como 
cifras tiene el periodo y otros tantos "0" como cifras decimales no periódicas haya. 
Ejemplo: Sea el número  entonces  y , 
por lo que el número buscado será . 












2.2.2.4.  Las fracciones en los números racionales  
Para Freudenthal (1994), el término “fracción” está pasado de moda, pues los 
números racionales son objetos matemáticos actualmente. Para el autor, hay una 
diferencia entre “fracción” y “número racional”.  Las fracciones son el recurso 
fenomenológico del número racional. Mientras la “fracción” está relacionada con 
romper o fracturar, el “número racional” evoca asociaciones menos violentas, en el 
sentido de que está relacionado con “razón”, y no en el sentido de la razón sino en el de 
proporción, de medida. Sin embargo, Freudenthal dice que en realidad las fracciones 
tienen mucho que ver con razón (p. 8). 
Según Freudenthal (1994), el abordaje de las fracciones según la relación “parte-
todo” es limitado fenomenológicamente y también matemáticamente. Este enfoque 
produce sólo fracciones propias (el numerador es menor que el denominador). La 
didáctica tradicional de la aritmética se limita a este enfoque incluso en el sentido 
restringido de la división del pastel y pasa por alto que la concreción de los racionales no 
se agota con romper un todo en partes (p. 19–20). 
Según Vasco (2010), a los racionales positivos se les llama fraccionarios, no 
obstante, conviene distinguir el número fraccionario de la fracción. Este autor propone el 
“Archipiélago Fraccionario”, basado en Kieren, que se apoya en la idea de que no hay un 
solo concepto de número racional, sino varios. La comparación se debe a que un 
archipiélago no tiene una sola isla, sino varias. De esta manera, no habría una sola isla de 
números racionales o de fraccionarios, sino muchas islas de un archipiélago. 
Diofanto en el siglo III, d. C., fue el primero de los matemáticos griegos que trató las 
fracciones como números. El concepto de fracción desde su origen respondió a la 




hogazas de pan entre 10 personas, es una de las situaciones resueltas en el Papiro de 
Ahmes, también conocido como papiro de Rhind, como una de las referencias históricas 
más antiguas de la aparición de este concepto (Méndez, citado por Tamayo et al., 2011). 
Por otro lado, según Fandiño (2009), los babilonios utilizaron fracciones cuyo 
denominador era una potencia de 60, mientras que los egipcios usaron las fracciones con 
numerador igual a 1.  En la escritura, la fracción la presaban con un óvalo, que 
significaba parte o partido, y debajo, o al lado, ponían el denominador. El numerador no 
se ponía por ser siempre 1. Los griegos y los romanos usaron también las fracciones 
unitarias, cuya utilización persistió hasta la edad media. Según Tamayo et al. (2011), 
“para los antiguos egipcios, el problema de expresar las partes de un todo fue el motor de 
la invención de los fraccionarios, como la necesidad de medir cantidades continuas 
porque los números naturales resultaban insuficientes” (p. 210). 
Fandiño (2009) relató que los antiguos egipcios, 2000 años a. C., utilizaban 
únicamente las llamadas fracciones unitarias, es decir, las fracciones de la forma 1/n, 
siendo n ≠ 0, de modo que el numerador siempre es igual a 1. Sin embargo, pronto se 
dieron cuenta de que es posible escribir cualquier número racional como suma de 
fracciones unitarias distintas, a lo cual se le llamó fracción egipcia. Fibonacci, citado por 
Fandiño (2009), en su libro Liber Abaci, indica la manera de obtener una fracción 
egipcia a partir de cualquier fracción. 
Las fracciones egipcias fueron descubiertas en el mundo moderno en 1858, cuando 
el escocés Henry Rhind, a los 25 años de edad, compró en un mercado de Luxor el papiro 
de seis metros de longitud por 33 centímetros de ancho, donde había gran cantidad de 
acertijos matemáticos y geométricos y fracciones y cálculos para la construcción. En este 




fracciones egipcias (Sánchez, 2000). 
La forma de escribir las fracciones tal como las conocemos ahora se originó en la 
India, en el siglo VI. Se escribían como un número encima del otro sin la raya entre ellos. 
La forma, es decir, con la raya o vínculo, fue creada por los árabes e introducida en 
Europa en el siglo XIII por Leonardo de Pisa, o Fibonacci, famoso entre otros trabajos por 
la serie de Fibonacci. La escritura más compacta m/n se comenzó a utilizar en 1784 por 
razones tipográficas. 
A principios del siglo XV, el árabe Al Kashi fue quien generalizó el uso de los 
números decimales tal como los conocemos hoy. De acuerdo con Tamayo et al. (2011), 
“las matemáticas árabes tienen un auge importante en el manejo de los números 
racionales e introducen una notación más actual” (p. 210). 
A finales del siglo XVI, Simon Stevin desarrolló y divulgó las fracciones decimales 
que se expresaban por medio de números decimales: décimas, centésimas, milésimas, etc., 
pero los expresaba de una forma complicada: para 123,456 escribía 123(0) 4(1) 5(2) 6(3). 
Según Freudenthal (1994), “en las propuestas de Stevin, las fracciones decimales se 
conectaron estrechamente a un sistema decimal de medida” (p. 49). 
A principios del siglo XVII, los números decimales ya aparecieron  tal  como  los 
escribimos hoy, separando con un punto o una coma la parte entera de la parte decimal. 
Los números decimales se impusieron en casi todos los países, al adoptarse el Sistema 
Métrico Decimal en el siglo XVIII. 
La formalización del número racional llegará en el siglo XIX, como lo que el 
álgebra llama cuerpo de fracciones de los números enteros. Los números racionales se 
expresan  de  dos  formas  diferentes,  como  fracción  y  con  notación  decimal.  La 




aritmética y la geometría. El uso particular de fracciones decimales y su utilización para 
la  medida de  magnitudes como  el  tiempo,  da  lugar  a  la  notación  decimal 
(Centeno, citado en Tamayo et al., 2011). 
A continuación, para concluir esta reseña histórica, se cita textualmente el libro 
Las fracciones de Fandiño (2009): 
“Fracción” deriva del término latino “fractio”, es decir, “parte obtenida 
rompiendo”, es decir “romper”. Por lo tanto es erróneo pensar que, en el significado 
original etimológico de “fracción”, ya esté comprendida la solicitud (que es 
específica sólo para la  matemática)  de  que  las  partes  obtenidas  con  la  acción  
de  romper  sean “iguales” (p. 37). 
De acuerdo con lo que afirma la autora, surge un concepto esencial en el manejo de los 
números racionales que se refiere al concepto de igualdad: 
El símbolo tiene un  origen  incierto,  pero  claramente  fue  usado  por  Leonardo 
Fibonacci Pisano en su LiberAbaci del 1202; los números fraccionarios son allí llamados 
“rupti” (rotos) o también “fracti” (pedazos) y la rayita horizontal puesta entre numerador y 
denominador es llamado “vírgula” es decir “bastoncillo” (“virga”, bastón). Aún hoy, para 
indicar por ejemplo una cantidad de euros comprendida entre 4 y 5, hay quien dice “4 y 
rotos”. 
Según Cajori (1928-29) el bastoncito fue usado anteriormente también por el 
matemático árabe Abu Zakhariyá Muhammad ibnAbdalláh al–Hassar (por lo general 
abreviado en al-Hassar) casi un siglo antes que Fibonacci; según Yuskevic (1976) los 
orígenes serían aún más antiguos, hindú, mientras que en el siglo I los griegos 
escribían el numerador sobre el denominador, pero sin ningún bastoncillo. 




desde la antigüedad, con algunas modificaciones, dependiendo de la cultura, lo que 
puede aportar elementos que dan cuenta de sus dificultades de comprensión: 
También las palabras “numerador” y “denominador” tienen un origen incierto, pero 
sabemos que se afirmaron en el curso del siglo XV en Europa. 
La  llamada  “reducción  de  las  fracciones  a  los  términos  mínimos”  o  “fracción 
irreducible” (aquella que por ejemplo hace pasar de la fracción    a su equivalente es 
ciertamente muy antigua, pero se encuentra explícitamente presentada en Luca Pacioli  
(1445-1515) y en  Nicoló Fontana de  Brescia llamado Tartamudo (1499-1557), bajo el 
nombre de “dividir” (schisare en italiano antiguo, es decir exprimir); el máximo común 
divisor de los dos términos es llamado “divisor” (schisatore); la misma operación se 
encuentra también llamada, a finales de la edad media, “ultima depressione fractorum” 
(última expresión de  los  factores) o  “ridur li  rottiallasua menor denominatione” 
(reducir los rotos a su menor denominación). Esta operación hoy en día es llamada 
“simplificación”. 
Tiene cierta difusión la operación contraria, la cual permite pasar, por 
ejemplo, de    a; esta es llamada “amplificación”. En ciertos países de América, por 
ejemplo, tiene todavía un amplio uso escolar que, en Europa, en cambio se perdió 
desde el siglo XIX (Fandiño, 2009, p. 39). 
2.2.2.5. Operaciones con fraccionarios y algunos aspectos epistemológicos y didácticos 
sobre la enseñanza de las fracciones 
En relación con las operaciones, Freudenthal (1994) dijo que “en la didáctica 
tradicional de las fracciones, la multiplicación está vinculada al patrón rectangular antes 
que al operador fracción” (pág. 48). Además, le parece molesto que “tres veces” sea una 




multiplicación de fracciones se puede reemplazar “m/n de” por “m/n veces” (p. 42). 
Kieren (1980) propuso un modelo de construcción de conocimiento a través de una 
red de subconstructos de número racional que forma un sistema ideal personal de 
conocimiento sobre el número en referencia, evidenciando una relación entre cinco 
significados asociados a la noción de fracción: medida, cociente, operador, razón y parte 
todo (Flores, 
2010). En relación con la enseñanza, sostiene 
que: 
Las interpretaciones de los números racionales forman una base conceptual 
para la construcción de estructuras cognitivas y de enseñanza relacionadas. A partir 
de esta base, cinco ideas de números fraccionarios emergen como fundamento para 
un constructo de número racional, éstas representan cinco patrones de 
pensamiento numérico fraccionario o racional (Kieren, 1980, p. 134, citado en 
Flores, 2010). 
Así mismo, la base para mejorar la enseñanza del número fraccionario y racional 
necesita tomar en consideración la visión de Wagner propuesta en 1976 (citado por 
Kieren, 1980, pág. 133), que asume los números racionales como un megaconcepto. 
Esto significa que la enseñanza necesita orientarse de manera implícita a los componentes 
que comprende el constructo de número racional. En suma, la enseñanza necesita 
considerar las interrelaciones entre los principales componentes. Kieren plantear un 
modelo teórico con cuatro sub–constructos esenciales, el otro (parte–todo) se encuentra 
implícito en cada uno de ellos (Flores, 2010). 
Thomas Kieren ha venido investigando desde los años setenta sobre los diferentes 




menciona siete interpretaciones de los números racionales. Esta polisemia es la razón 
principal de las dificultades de aprendizaje, tanto relacionadas con el concepto como con 
las operaciones (Fandiño, 2005, citada por Flores, 2010). Tales interpretaciones son: 
Fracciones, decimales, pares ordenados (clases equivalentes), medidas, cocientes, 
operadores y razones. 
Sin embargo, más adelante Kieren (1980, p. 137) mencionó cinco sub-
constructos: parte todo, razón, cociente, medida y operador. 
De acuerdo con   Kieren (1980), los sub–constructos parte–todo y razón están 
estrechamente relacionados y han formado las bases tradicionales y modernas para el 
desarrollo del significado de fracción. En el sub–constructo “parte–todo”, algo entero es 
roto en partes iguales. Las ideas de fracción son utilizadas para cuantificar las relaciones 
entre la totalidad y un número designado de partes. El sub–constructo “cociente” está 
emparentado con las relaciones parte–todo. En aquél, se tiene en cuenta la cuantificación 
del resultado de dividir una cantidad en un número dado de partes y está relacionado 
últimamente al álgebra de las ecuaciones lineales. El sub–constructo “medida” y el sub– 
constructo “cociente” está también emparentado con las relaciones parte–todo. Sin 
embargo, la tarea de medida significa la asignación de un número a una región. Esto es 
hecho usualmente a través de la iteración del proceso de contar el número de unidades 
completas utilizadas para cubrir la región.  El sub–constructo operador describe los 
números racionales como mecanismos, pues se asigna un conjunto (o región) 
multiplicativamente en otro conjunto.  Este sub–constructo fija la atención de los 
racionales como elementos en el álgebra de funciones (Kieren T. 1980, p. 134-136). 
Según Freudenthal (1994), …multiplicar y dividir (positiva o negativamente) potencias 
de 10 precede a la introducción formal y al aprendizaje de la multiplicación y la división 




estos medios a la de enteros (p. 51). 
Respecto a la enseñanza dice que: 
En la enseñanza compensatoria y en las observaciones en las instituciones de 
formación de profesores, se me ocurrió que la didáctica usual, que apunta a la 
enseñanza de reglas para el lugar del punto decimal puede conducir a un bloqueo de la 
intuición y de la necesidad de intuición. Una vez estas reglas han sido formuladas y 
aprendidas, es casi imposible corregir aplicaciones erróneas, mediante la apelación a la 
intuición. Si se necesitan, tales reglas serían el término de un desarrollo, que no puede ser 
acelerado artificialmente. Las reglas se entenderían en diferentes niveles (Freudenthal, 
1994). 
Kieren (1980) sostuvo que “la instrucción en números racionales debería ser aplazada 
hasta que el estudiante haya alcanzado el estado de las operaciones formales”, para lo cual 
se basa en el hecho de que “una reacción a la prolongada historia de los pobres resultados 
en  la  instrucción  del  número  racional  es  que  el  constructo  de  número  racional  es 
solamente accesible a los estudiantes más maduros”. Por consiguiente, propone que “una 
alternativa plausible es aplazar la instrucción del número racional hasta la escuela 
secundaria”. Esta propuesta también la plantean otros autores como Washburne y 
Freudenthal, citados en Kieren (1980).  
2.2.2.6. Obstáculos, errores y dificultades en la enseñanza de los números racionales 
 
En la presente investigación, se asume que un obstáculo es algo que impide 
avanzar –no sólo la enseñanza sino también el aprendizaje de algún concepto–, mientras 
que una dificultad es una oportunidad para avanzar, pero proporciona un conocimiento 
deficiente que es transmitido por el docente, por la dificultad que manifiesta para 




en la didáctica de la matemática, se conocen como obstáculos cognitivos, pues según 
Socas (citado por Garrido, Baquero & Baiz (2009)), las dificultades se concretan en la 
práctica en forma de obstáculos, y se manifiestan en los estudiantes en forma de errores. 
Para Brousseau (1998), hay tres tipos de obstáculos que pueden ser el resultado de 
diferentes causas y por eso se los diferencia según el origen en: obstáculos ontogenéticos 
(relacionados con el estudiante y su naturaleza), obstáculos didácticos (relacionados con 
el maestro y sus elecciones) y obstáculos epistemológicos (relacionados con la naturaleza 
de los argumentos de la matemática) (D’Amore, citado por Fandiño, 2009). 
D’Amore (2004) definió los obstáculos así: 
(…) obstáculo es una idea que, en el momento de la formación de un 
concepto, fue eficaz para afrontar problemas (incluso solo cognitivos) precedentes, 
pero que se revela ineficaz cuando se intenta aplicarla a un nuevo problema. Dado 
el éxito obtenido (es más: con mayor razón a causa de éste), se tiende a conservar 
la idea ya adquirida y comprobada y, no obstante el fracaso, se trata de salvar; pero 
este hecho termina por ser una barrera hacia sucesivos aprendizajes (p. 171). 
A pesar de que la presente investigación se centra en las dificultades más que en 
los obstáculos, es necesario agregar las siguientes consideraciones de Moreno y Flores: 
Algunos errores conceptuales aparecen al relacionar distintas interpretaciones de la 
fracción. La identificación de la fracción con una cantidad es un obstáculo para 
interpretar y manejar la fracción como razón, y para el número racional. 
La noción de equivalencia de fracciones es origen de errores debidos al manejo 
simultáneo de diversos sentidos de fracción y de equivalencia, y otras veces por los 




La introducción temprana del cálculo algorítmico puede provocar confusiones en su 
manejo. Estos equívocos también se pueden producir por la similitud entre las notaciones 
de los números naturales y las fracciones. En este sentido se puede considerar que las 
operaciones aprendidas con los números naturales son un obstáculo para las operaciones 
realizadas con racionales ya que, por ejemplo, la multiplicación no significa siempre un 
aumento de la cantidad. 
2.3. Definición de términos básicos  
 
Trabajo en equipo: Se organizan los estudiantes en equipos de cuatro o cinco elementos, 
se señalan los objetivos del trabajo para que esté claro que el éxito conjunto se 
logrará al entender que no es cuestión de hacer una tarea, un trabajo o un 
ejercicio, sino de aprender, se destacan en esta estrategia: La responsabilidad 
individual, los premios de equipo y el éxito compartido. 
Investigación en grupo: Los estudiantes trabajan en grupos pequeños entre dos y seis 
integrantes,  se  les  asignan  ejercicios  que  deben  investigar  y  resolver,  luego  
el  equipo organizado expone a   todos sus compañeros lo que aprendieron, 
presentan un informe al profesor que por último hará una propuesta para realizar 
la evaluación tanto individual como colectiva. 
Grupos de Enfoque: Se trata de una discusión semiestructurada acerca de un problema 
sobre operaciones de fracciones que presenta  el docente, ante el cual se pide a los 
integrantes del equipo que resuelvan y respondan libremente de la manera más 
precisa y concisa posible ante el resto de sus compañeros. 
Cooperación y enseñanza individualizada: A los estudiantes se les asignan cuatro 
problemas sobre operaciones de números racionales, luego forman parejas o 




pedir ayuda a los otros grupos o al docente, al finalizar el docente verifica la 
ayuda mutua y la cooperación y asigna una calificación individual y grupal. 
Fracciones decimales: Son aquellas fracciones cuyo denominador es una potencia de 10. 
Es decir, dada la fracción 𝑓 =  
𝑎
𝑏
 entonces f será fracción decimal si b = 10n, donde n ∈  ℤ+ 






























Hipótesis y variables 
3.1. Hipótesis 
3.1.1. Hipótesis general 
HG: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de los 
números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018 
3.1.2. Hipótesis específicas 
HE1: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de las 
propiedades de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018 
HE2: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de la 
relación de orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 
ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
HE3: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje del campo 
arquimediano de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 




HE4: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de 
decimales y fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 
2018. 
3.2. Variables 
Las variables de estudio son características, atributos, rasgos, cualidades o 
propiedades que se dan en individuos, grupos u objetos de estudio que pueden variar y 
cuya variación es susceptible de medir u observarse (Salkind, 1999).  
3.2.1. Variable Independiente:   
VI: Metodología cooperativa  
X1: Trabajo en equipo: 
X2: Investigación en grupo 
X3: Resolución de problemas 
X4: Grupos de Enfoque 
X5: Cooperación y enseñanza individualizada 
3.2.2. Variable dependiente: 
VD: Aprendizaje de números racionales. 
Y1: Propiedades de los números racionales  
Y2: Relación de orden 
Y3: Conjunto arquimediano  






3.2.3. Operacionalización de variables 
Definición conceptual 
Metodología cooperativa: el aprendizaje cooperativo es una respuesta a una clara 
manifestación del carácter social del ser humano, que lo conduce a relacionarse con 
otros, y le da dirección a las relaciones interpersonales que establece con sus semejantes, 
es una herramienta que bien aplicada, mejorará el aprendizaje de los estudiantes y su 
calidad de vida (Prieto, 2007). 
Aprendizaje de números racionales: los números racionales es todo número que 
puede representarse como el cociente, de dos enteros con denominador distinto 
de cero (una fracción común). El término «racional» alude a «ración» o «parte de un 
todo», y no al pensamiento o actitud racional (Cohen y Ehrlich, 1963). 
Definición operacional 
Metodología cooperativa: la metodología cooperativa se medirá con 5 dimensiones 
y 11 indicadores, estructurados en un módulo de aprendizaje cooperativo, que será 
aplicado al grupo experimental, cuya escala de medición en este caso es nominal. 
Aprendizaje de números racionales: esta variable se medirá con 4 dimensiones y 
14 indicadores, mediante la elaboración de un pre test y post test, que será administrado al 























Trabajo en equipo 




Premios de equipo 
Éxitos del equipo 




Resolución de problemas 
Orden   
Teoremas   
Grupos de Enfoque Discusión semiestructurada 












































4.1. Enfoque de investigación 
El enfoque de la presente investigación es cuantitativo.  
Según Hernández (2014).  
El enfoque cuantitativo que representa, como un conjunto de procesos, que es 
secuencial y probatorio. Cada etapa precede a la siguiente y no podemos “brincar” o eludir 
pasos. El orden es riguroso, aunque desde luego, podemos redefinir alguna fase. Parte de 
una idea que va acotándose y, una vez delimitada, se derivan objetivos y preguntas de 
investigación, se revisa la literatura y se construye un marco o una perspectiva teórica. De 
las preguntas se establecen hipótesis y determinan variables; se traza un plan para 
probarlas (diseño); se miden las variables en un determinado contexto; se analizan las 
mediciones obtenidas utilizando métodos estadísticos, y se extrae una serie de 
conclusiones (p. 4) 
4.2.  Tipo de investigación 
El tipo de investigación desarrollado en la investigación es aplicado, ya que se trata 





Lozada (2014) La investigación aplicada tiene por objetivo la generación de 
conocimiento con aplicación directa y a mediano plazo en la sociedad o en el sector 
productivo. Este tipo de estudios presenta un gran valor agregado por la utilización 
del conocimiento que proviene de la investigación básica. De esta manera, se genera 
riqueza por la diversificación y progreso del sector productivo. Así, la investigación 
aplicada impacta indirectamente en el aumento del nivel de vida de la población y en 
la creación de plazas de trabajo (p. 35) 
4.3.  Diseño de la investigación 
El diseño de investigación es experimental de estudio cuasi-experimental con dos 
grupos no equivalentes o con un grupo de control no equivalentes. Consiste que una vez 
dispuestos los dos grupos, se evalúa ambos grupos en la variable dependiente, luego sólo a 
uno de ellos. En este caso, al grupo experimental donde se aplicó el método cooperativo, 
para finalmente volver a evaluar a ambos grupos en la variable dependiente en una 
segunda aplicación. 
Según Hernández (2014).  
Los diseños cuasiexperimentales también manipulan deliberadamente, al 
menos, una variable independiente para observar su efecto sobre una o más variables 
dependientes, sólo que difieren de los experimentos “puros” en el grado de seguridad 
que pueda tenerse sobre la equivalencia inicial de los grupos. En los diseños cuasi-
experimentales, los sujetos no se asignan al azar a los grupos ni se emparejan, sino 
que dichos grupos ya están conformados antes del experimento (p. 150) 





Grupo Experimental      G E =  O1         X             O2 
                       -------------------------------- 
Grupo Control                         G C=  O3             _             O4 
 
Donde: 
O1, O3 : Pre-test, (Grupo control y Experimental) 
X  : variable Independiente  
O2, O4 : Post-test (Grupo Control y experimental) 
 
4.4. Población y muestra 
4.4.1.  Población 
La población estuvo conformada por 72 estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, distribuidos en dos 
aulas de 36 estudiantes cada una. 
4.4.2.  Muestra 
No se calculó la muestra porque la investigación se realizó con la totalidad de 
estudiantes de las dos aulas. Por lo tanto, la investigación es censal. Para determinar los 
grupos control y experimental de acuerdo al diseño de la investigación se eligió en forma 
intencionada, esta elección es la siguiente: 
Grupo control: aula C9 con 36 estudiantes. 
Grupo experimental: aula C1 con 36 estudiantes. 
4.5.Técnica e instrumentos de recolección de datos  
4.5.1. Técnica de recolección de datos 
Consiste en recopilar toda clase de información teórica – científica, de las cuales nos 
servimos para armar nuestro marco teórico y saber orientar con eficacia nuestra 





Es una técnica que permite la obtención de datos e información suministrada por un 
grupo de personas, sobre si mismos o con relación a un tema o asunto particular, que 
interesa a la investigación planteada. Esta técnica posibilita la recolección de datos sobre 
opiniones, actitudes, criterios, expectativas, etc. De los individuos y que permite cubrir a 
sectores amplios del universo dado, para una investigación determinada. 
La forma escrita de la técnica de la encuesta se materializa a través de: cuestionarios, 
pruebas, test y escalas. Peñaloza, (2005). 
4.5.2. Instrumentos de recolección de datos 
Módulo: metodología cooperativa: el módulo de la metodología cooperativa tendrá 
una estructura teórica práctica de los números racionales, considerando el estudio de las 
propiedades, relación de orden, conjunto arquimediano y números decimales y fracciones, 
con situaciones problemáticas del entorno y demostración de teoremas para la construcción 
de los números racionales, lo cual será aplicada al grupo experimental y luego medir el 
aprendizaje de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, para ello se aplicó el post 
test. 
Test: Se refiere a los instrumentos de recolección de datos vinculados con las 
estimaciones sobre el desempeño, rendimiento y/o ejecución. Su característica 
fundamental alude a que su construcción emplea el uso de reactivos (preguntas) cuyas 
respuestas no dejan lugar a dudas respecto a su corrección o incorrección. Peñaloza, 
(2005). Es un instrumento de evaluación que permite la comprobación de los objetivos 
trazados en la investigación contrastándose así la hipótesis formulada a través del 




Pre test (Prueba objetiva de selección múltiple): es el componente de evaluación que 
se aplica a los dos grupos: control y experimental, con la finalidad de medir el aprendizaje 
de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Post test (Prueba objetiva de selección múltiple): este instrumento presenta 
características similares al pre – prueba, donde se aplica a los dos grupos: control y 
experimental, después de aplicado Módulo de la metodología cooperativa en el aprendizaje 
de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Tratamiento estadístico 
Para el tratamiento estadístico de los datos e interpretación de los resultados se consideran 
dos niveles de complejidad: 
Análisis descriptivos 
Para describir mediante tablas y gráficas el comportamiento de las variables en 
la población considerada y en el interior de subpoblaciones es decir la muestra, se 
utilizará la estadística descriptiva (media, varianza, desviación estándar, etc.) 
mediante el uso del software SPSS 21.  
Análisis inferencial 
Cada una de las hipótesis formuladas fueron objeto de verificación empleando 
la estadística inferencial, para ello se seguió los siguientes procedimientos: 
Se hizo la prueba de normalidad con Shapiro – Wilk, porque la muestra es menor 
que 50.  Los resultados obtenidos indicaron que los datos no tienen distribución normal; en 




Whitney para la comparación de las diferencias de medias de muestras independientes. En 
estadística la prueba U de Mann-Whitney es una prueba no paramétrica aplicada a dos 
muestras independientes y relacionadas respectivamente. Es el equivalente no paramétrico 
de la prueba t de Student para la diferencia de dos medias cuando las muestras son 
independientes, pero no puede suponerse la normalidad de las poblaciones de origen.  Los 
datos se analizaron con un nivel de confiabilidad de 95%, a un nivel de significación de 

























5.1. Validez y confiabilidad de los instrumentos  
La selección de los instrumentos se realizó después de efectuar la operacionalización 
de variables.  
5.1.1. Validez del instrumento 
Validez de un instrumento es el grado de correspondencia o congruencia que existe 
entre los resultados de una prueba y los conceptos teóricos en los que se basan los temas 
que se pretenden medir. La validez de constructo trata de establecer en qué medida la 
prueba tiene en cuenta los aspectos que se hallan implícitos en la definición teórica del 
tema a ser medido y se determina en base al juicio de expertos. (Hernández, 2014, p. 234) 
La validez se efectuó mediante opinión de juicio de expertos con el apoyo de 5 
expertos en investigación. Es decir, determinar la validez del instrumento implicó 
someterlo a evaluación por un panel de expertos, antes de su aplicación para que hicieran 
los aportes necesarios a la investigación y se verificara si la construcción y el contenido del 




En este caso consultamos la opinión de los expertos con amplia experiencia en el 
campo de la investigación educacional. La validez del instrumento fue contrastada con los 
rangos de validez propuesto en la siguiente tabla: 
Tabla 2 
Valores de los niveles de validez 
Rangos   Nivel de validez 
91-100 Excelente 




Fuente. Cabanillas (2004, p. 76). 
Tabla 3 
Validez del instrumento según el juicio de expertos 
 
Indicadores 




























































































Claridad  Está formulado con lenguaje apropiado. 85 % 90% 85 % 85 % 85 % 
Objetividad  
Está expresado en conductas 
observables. 
85 % 90% 85 % 85 % 85 % 
Actualidad  
Adecuado al avance de la ciencia y la 
tecnología. 
85 % 85% 85 % 85 % 85 % 
Organización  Existe una organización lógica. 85 % 85% 85 % 85 % 85 % 
Suficiencia  
Comprende los aspectos en cantidad y 
calidad. 
85 % 85% 85 % 85 % 85 % 
Intencionalidad  
Adecuado para valorar aspectos de la 
metodología  85 % 90% 85 % 85 % 85 % 
Consistencia  Basado en aspectos teórico científicos. 85 % 85% 85 % 85 % 85 % 
Coherencia  
Entre los índices, indicadores y las 
dimensiones. 
85 % 90% 85 % 85 % 85 % 
Metodología  
La estrategia responde al propósito del 
diagnóstico. 
85 % 85% 85 % 85 % 85 % 
Oportunidad  
El instrumento ha sido aplicado en el 
momento oportuno  
85 % 85% 85 % 85 % 85 % 
Totales 85% 85 % 85 % 85 % 85 % 
Media de validación                                                   85% 





El promedio de validez del instrumento por Juicio de Expertos es 85% y de acuerdo 
a la tabla de rangos y/o niveles de validez, el instrumento es muy bueno; por lo tanto, es 
válido. 
5.1.2. Confiabilidad de los instrumentos  
 
Para establecer la confiabilidad de las pruebas de pre prueba y pos prueba se aplicó 
una prueba piloto a un grupo de 10 estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, cuyas características fueron 
similares a la población examinada. Los puntajes obtenidos fueron examinados mediante 
el coeficiente de consistencia interna KR20, coeficiente de correlación propuesta por 





n : Numero de ítems del instrumento 
p : % de personas que responden correctamente cada ítem. 
q : % de personas que responden incorrectamente cada ítem. 
Vt : Varianza total del instrumento 
Tabla 4 
Baremo de interpretación del coeficiente de KR20 
Rangos Magnitud Confiabilidad 
0,81 a 1,00 Muy Alta 
0,61 a 0,80 Alta 
0,41 a 0,60 Moderada 
0,21 a 0,40 Baja 
0,01 a 0,20 Muy Baja 





Resumen de la prueba de confiabilidad KR20 
Test  Coeficiente (KR20) 
Pre test 0,73 
Post test 0,80 
 
Se concluye entonces que ambas pruebas tienen alta confiabilidad, de acuerdo al 
baremo de estimación. Por lo tanto, el instrumento es confiable y se puede aplicar. 
5.2.Presentación y análisis de resultados 
5.2.1. Análisis descriptivo 
Análisis descriptivo del primer objetivo específico: metodología cooperativa en el 
aprendizaje de las propiedades de los números racionales 
Tabla 6 
 
Estadísticos descriptivos del pre test y post test: metodología cooperativa en el aprendizaje 
de las propiedades de los números racionales 
 
 Media  
95% de intervalo 
de confianza para 
la media 
Varia









Pre test grupo control 10,53 10,22 10,84 ,828 ,910 8 12 
Pre test grupo experimental 10,44 10,04 10,85 1,454 1,206 8 13 
Post test grupo control 11,39 10,97 11,80 1,502 1,225 10 15 







Figura 1: metodología cooperativa en el aprendizaje de las propiedades de los números 
racionales 
Interpretación: la tabla 6 y figura 1 muestran la comparación de medias de los grupos 
control y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje de las propiedades de los 
números racionales, el grupo control tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo 
experimental tiene un promedio aproximado de 10. En el post test, el grupo control tiene 
un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio aproximado de 
16. La diferencia de medias en el post test es de 5 puntos a favor del grupo experimental; 
luego se puede concluir a un 95% de confianza que la aplicación de la metodología 
cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de las propiedades de los números 
racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Análisis descriptivo del segundo objetivo específico: metodología cooperativa en el 










Estadísticos descriptivos del pre test y post test: metodología cooperativa en el aprendizaje 
de la relación de orden de los números racionales 
 Media  
95% de intervalo 
de confianza para 
la media 
Varia









Pre test grupo control 10,44 10,10 10,79 1,054 1,027 8 12 
Pre test grupo experimental 10,67 10,29 11,05 1,257 1,121 9 14 
Post test grupo control 11,28 10,84 11,72 1,692 1,301 8 15 
Post test grupo experimental 16,25 15,86 16,64 1,336 1,156 14 18 
 
 
Figura 2: metodología cooperativa en el aprendizaje de la relación de orden de los números 
racionales 
 
Interpretación: la tabla 7 y figura 2 muestran la comparación de medias de los grupos 
control y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje de la relación de orden de 
los números racionales, el grupo control tiene un promedio aproximado de 10 y el grupo 
experimental tiene un promedio aproximado de 11. En el post test, el grupo control tiene 




16. La diferencia de medias en el post test es de 5 puntos a favor del grupo experimental; 
luego se puede concluir a un 95% de confianza que la aplicación de la metodología 
cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de la relación de orden de los 
números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Análisis descriptivo del tercer objetivo específico: metodología cooperativa en el 
aprendizaje del campo arquimediano de los números racionales 
Tabla 8 
Estadísticos descriptivos del pre test y post test: metodología cooperativa en el aprendizaje 
del campo arquimediano de los números racionales 
 
 Media  
95% de intervalo 
de confianza para 
la media 
Varia









Pre test grupo control 9,92 9,54 10,29 1,221 1,105 8 12 
Pre test grupo experimental 10,22 9,82 10,63 1,435 1,198 8 12 
Post test grupo control 11,14 10,59 11,69 2,637 1,624 8 14 
Post test grupo experimental 14,86 14,52 15,21 1,037 1,018 13 17 
 
 






Interpretación: la tabla 8 y figura 3 muestran la comparación de medias de los grupos 
control y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje del campo arquimediano de 
los números racionales, el grupo control tiene un promedio aproximado de 10 y el grupo 
experimental tiene un promedio aproximado de 10. En el post test, el grupo control tiene 
un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio aproximado de 
15. La diferencia de medias en el post test es de 4 puntos a favor del grupo experimental; 
luego se puede concluir a un 95% de confianza que la aplicación de la metodología 
cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje del campo arquimediano de los 
números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Análisis descriptivo del cuarto objetivo específico: metodología cooperativa en el 
aprendizaje de decimales y fracciones de los números racionales 
Tabla 9 
 
Estadísticos descriptivos del pre test y post test: metodología cooperativa en el aprendizaje 
de decimales y fracciones de los números racionales 
 
 Media  
95% de intervalo 
de confianza para 
la media 
Varia









Pre test grupo control 10,72 10,31 11,13 1,463 1,210 8 13 
Pre test grupo experimental 10,33 9,99 10,68 1,029 1,014 8 13 
Post test grupo control 11,44 10,94 11,95 2,197 1,482 8 15 





Figura 4: metodología cooperativa en el aprendizaje de decimales y fracciones de los 
números racionales 
 
Interpretación: la tabla 9 y figura 4 muestran la comparación de medias de los grupos 
control y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje de decimales y fracciones 
de los números racionales, el grupo control tiene un promedio aproximado de 11 y el 
grupo experimental tiene un promedio aproximado de 10. En el post test, el grupo control 
tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio 
aproximado de 16. La diferencia de medias en el post test es de 5 puntos a favor del grupo 
experimental; luego se puede concluir a un 95% de confianza que la aplicación de la 
metodología cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de decimales y 
fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Análisis descriptivo del objetivo general: metodología cooperativa en el aprendizaje de 










Estadísticos descriptivos del pre test y post test: metodología cooperativa en el aprendizaje 
de los números racionales 
 
 Media  
95% de intervalo 
de confianza para 
la media 
Varia









Pre test grupo control 10,56 10,35 10,76 ,368 ,607 9 12 
Pre test grupo experimental 10,61 10,35 10,87 ,587 ,766 9 13 
Post test grupo control 11,44 11,16 11,73 ,711 ,843 10 13 
Post test grupo experimental 15,89 15,68 16,10 ,387 ,622 15 17 
 
 
Figura 5: metodología cooperativa en el aprendizaje de los números racionales 
 
Interpretación: la tabla 10 y figura 5 muestran la comparación de medias de los grupos 
control y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje de los números racionales, 
el grupo control tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un 
promedio aproximado de 11. En el post test, el grupo control tiene un promedio 
aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio aproximado de 16. La 
diferencia de medias en el post test es de 5 puntos a favor del grupo experimental; luego se 




influyó significativamente en el aprendizaje de los números racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018. 
5.2.2. Análisis inferencial 
5.2.2.1. Prueba de normalidad 
Para poder comparar medias, desviaciones estándar y poder aplicar pruebas 
paramétricas o no paramétricas, es necesario comprobar que las variables en estudio tienen 
o no distribución normal, en este caso la prueba de normalidad se efectuó con el estadístico 
Shapiro-Wilk porque la muestra fue menor a 50 a un nivel de confianza del 95%. 
Pruebas de normalidad con Shapiro Wilk 
Se planteó las siguientes hipótesis estadísticas: 
H0: El conjunto de datos tienen una distribución normal. 




 Prueba de normalidad con Shapiro-Wilk pre prueba y post prueba 
 
 Shapiro-Wilk 
Estadístico gl Sig. 
Pretest grupo control .773 36 .000 
Pretest grupo experimental .818 36 .000 
Posttest grupo control .870 36 .001 
Posttest grupo experimental .775 36 .000 
a. Corrección de significación de Lilliefors 
 
La prueba de normalidad efectuada con Shapiro-Wilk tanto en el pre y post prueba 
del grupo control y experimental, el nivel de significancia es menor a 0,05 (0,000 < 0,05); 




existe evidencia estadística para afirmar que el conjunto de datos no tiene una distribución 
normal, en consecuencia, para el contraste de hipótesis se utilizó el estadístico de prueba U 
de Mann-Whitney 
5.2.2.2.Prueba de hipótesis  
prueba de hipótesis específica 1 
Formulamos las hipótesis estadísticas  
H0: La metodología cooperativa no influye significativamente en el aprendizaje de las 
propiedades de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018 
H1: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de las 
propiedades de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018 
Resultados de la prueba U de Mann- Whitney en el post prueba 
Tabla 12 
Estadísticos de contraste(a) prueba de hipótesis específica 1 
 Post test 
U de Mann-Whitney 13,000 
W de Wilcoxon 679,000 
Z -7,278 
Sig. asintótica(bilateral) ,000 
a. Variable de agrupación: Post test 
 
Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05 (0,000 < 0,055) indica que 
existe diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 




la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de 
las propiedades de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018 
prueba de hipótesis específica 2 
Formulamos las hipótesis estadísticas  
H0: La metodología cooperativa no influye significativamente en el aprendizaje de la 
relación de orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 
ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
H1: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de la relación 
de orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Tabla 13 
Estadísticos de contraste(a) prueba de hipótesis específica 2 
 
 Post test  
U de Mann-Whitney 6,500 
W de Wilcoxon 672,500 
Z -7,319 
Sig. asintót. (bilateral) ,000 
a. Variable de agrupación: Post test 
 
Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05 (0,000 < 0,055) indica que 
existe diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar que 
la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de 
la relación de orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 




prueba de hipótesis específica 3 
Formulamos las hipótesis estadísticas  
H0: La metodología cooperativa no influye significativamente en el aprendizaje del campo 
arquimediano de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 
ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
H1: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje del campo 
arquimediano de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 
ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Tabla 14 
Estadísticos de contraste(a) prueba de hipótesis específica 3 
 
 Post test 
U de Mann-Whitney 80,000 
W de Wilcoxon 380,000 
Z -5,361 
Sig. asintót. (bilateral) ,000 
a. Variable de agrupación: Post test 
 
Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05 (0,000 < 0,055) indica que 
existe diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar que 
la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje del 
campo arquimediano de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo 







prueba de hipótesis específica 4 
Formulamos las hipótesis estadísticas  
H0: La metodología cooperativa no influye significativamente en el aprendizaje de 
decimales y fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 
2018. 
H1: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de decimales 
y fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo 
de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Tabla 15 
 
Estadísticos de contraste(a) prueba de hipótesis específica 4 
 
 Post test 
U de Mann-Whitney 5,500 
W de Wilcoxon 671,500 
Z -7,307 
Sig. asintót. (bilateral) ,000 
a. Variable de agrupación: Post test 
 
Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05 (0,000 < 0,055) indica que 
existe diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar que 
la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de 
decimales y fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del 






Prueba de hipótesis general 
Formulamos las hipótesis estadísticas  
H0: La metodología cooperativa no influye significativamente en el aprendizaje de los 
números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
H1: La metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de los 
números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018. 
Tabla 16 
 
Estadísticos de contraste(a) prueba de hipótesis general  
 
 Post test 
U de Mann-Whitney ,000 
W de Wilcoxon 666,000 
Z -7,472 
Sig. asintót. (bilateral) ,000 
a. Variable de agrupación: Post test 
 
Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05 (0,000 < 0,055) indica que 
existe diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar que 
la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el aprendizaje de 
los números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 






5.3. Discusión de resultados 
En función de los resultados obtenidos en el primer objetivo específico e hipótesis 
específica 1, puedo señalar que la aplicación de la metodología cooperativa en el 
aprendizaje de las propiedades de los números racionales, en estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle es 
significativa; la tabla 6 y figura 1 muestran la comparación de medias de los grupos control 
y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje de las propiedades de los números 
racionales, el grupo control tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental 
tiene un promedio aproximado de 10. En el post test, el grupo control tiene un promedio 
aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio aproximado de 16. La 
diferencia de medias en el post test es de 5 puntos a favor del grupo experimental; luego se 
puede concluir a un 95% de confianza que la aplicación de la metodología cooperativa 
influyó significativamente en el aprendizaje de las propiedades de los números racionales 
en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación 
Enrique Guzmán y Valle. Así mismo, el contraste de hipótesis efectuada con la prueba U 
de Mann Whitney el nivel de significancia es menor que 0,05; por lo tanto, existe 
evidencia estadística para afirmar que la aplicación de la metodología cooperativa influyó 
significativamente en el aprendizaje de las propiedades de los números racionales en 
estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación 
Enrique Guzmán y Valle. Los resultados obtenidos lo podemos comparar con los de 
Carrillo (2012), en su tesis Análisis de la organización matemática relacionada a las 
concepciones de fracción que se presenta en el texto escolar matemática quinto grado de 
educación primaria. Pontificia Universidad Católica del Perú. La pregunta de 
investigación fue ¿Cuál es la organización matemática relacionada a las concepciones de 




Primaria?  La investigación tiene como objetivo general analizar y describir la 
Organización Matemática relacionada a las concepciones de fracción que se presenta en el 
texto escolar Matemática Quinto Grado de Educación Primaria. Siendo la Teoría 
Antropológica un referente adecuado para describir y analizar cuestiones referidas al 
estudio del objeto matemático de las fracciones en el texto escolar analizado. Al término 
de la investigación confirma que se han podido alcanzar los objetivos planteados. En 
relación a los objetivos específicos debemos señalar lo siguiente: En el texto escolar 
analizado se ha identificado el uso de dos concepciones de fracción: como parte-todo y 
como operador. Cabe destacar que la concepción de fracción como parte-todo es el que 
predomina, se oficializa mediante la definición de fracción y es el que está presente en la 
mayoría de las tareas. La concepción de fracción como operador, aunque no se le define de 
esta manera sino como fracción de un número, se oficializa a través de la técnica de dividir 
las cantidades por el denominador y multiplicar el resultado por el numerador del operador 
y está presente en algunas tareas. Las concepciones de fracción como razón y cociente no 
son consideradas explícitamente, aunque aparecen en forma eventual en otras tareas.   
 En función de los resultados obtenidos en el segundo objetivo específico e hipótesis 
específica 2, puedo señalar que la aplicación de la metodología cooperativa en el 
aprendizaje de la relación de orden de los números racionales, en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y 
Valle es significativa; la tabla 7 y figura 2 muestran la comparación de medias de los 
grupos control y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje de la relación de 
orden de los números racionales, el grupo control tiene un promedio aproximado de 10 y el 
grupo experimental tiene un promedio aproximado de 11. En el post test, el grupo control 
tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio 




experimental; luego se puede concluir a un 95% de confianza que la aplicación de la 
metodología cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de la relación de 
orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle. Así mismo, el contraste de 
hipótesis efectuada con la prueba U de Mann Whitney el nivel de significancia es menor 
que 0,05; por lo tanto, existe evidencia estadística para afirmar que la aplicación de la 
metodología cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de la relación de 
orden de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle. Los resultados obtenidos lo 
podemos comparar con los de Quispe y Gallardo (2009), en su investigación: Una 
aproximación a la comprensión de la fracción en Perú a través de los libros de texto. El 
análisis de libros de texto se apoya en la dimensión fenómeno epistemológica del modelo 
operativo para la interpretación de la comprensión en matemáticas.  Para el caso de la 
fracción, esta dimensión exige la caracterización de las siguientes componentes: Desde una 
perspectiva epistemológica, centramos la atención en el análisis de los significados y las 
representaciones más significativo dentro de cada texto. Desde un punto de vista 
fenomenológico, se analizan en cada libro (a) el empleo de elementos históricos en su 
desarrollo didáctico, y (b) la contextualización de la fracción y sus aplicaciones en las 
tareas propuestas. Por la forma como se presentan la construcción del número racional y 
los significados vinculados a la fracción, llega a establecer tres periodos diferentes en los 
libros de texto analizados.  A manera de conclusión indica que, la decisión de mostrar el 
conjunto de los números racionales como una entidad formalizada obliga a la mayoría de 
textos analizados a enfatizar en la representación simbólica (algebraica y numérica). Por el 
contrario, el registro gráfico (ilustraciones) se subordina al simbólico, fundamentalmente 




conversiones tiene por objeto principal adiestrar al estudiante en la manipulación simbólica 
de las fracciones y no profundizar en la complejidad epistemológica de este conocimiento 
como vía para su comprensión.   
En función de los resultados obtenidos en el tercer objetivo específico e hipótesis 
específica 3, puedo señalar que la aplicación de la metodología cooperativa en el 
aprendizaje del campo arquimediano de los números racionales, en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle es significativa; la tabla 8 y figura 3 muestran la comparación de 
medias de los grupos control y experimental. En el pre test, en cuanto al aprendizaje del 
campo arquimediano de los números racionales, el grupo control tiene un promedio 
aproximado de 10 y el grupo experimental tiene un promedio aproximado de 10. En el 
post test, el grupo control tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental 
tiene un promedio aproximado de 15. La diferencia de medias en el post test es de 4 
puntos a favor del grupo experimental; luego se puede concluir a un 95% de confianza 
que la aplicación de la metodología cooperativa influyó significativamente en el 
aprendizaje del campo arquimediano de los números racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle. Así mismo, el contraste de hipótesis efectuada con la prueba U de 
Mann Whitney el nivel de significancia es menor que 0,05; por lo tanto, existe evidencia 
estadística para afirmar que la aplicación de la metodología cooperativa influyó 
significativamente en el aprendizaje del campo arquimediano de los números racionales 
en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y Valle. Los resultados obtenidos lo podemos comparar con 
los de Obando (2003), en su tesis: La enseñanza de los Números Racionales a partir de 




procesos de enseñanza y de aprendizaje relativos a los números racionales, centrando la 
atención en aquellos que conciernen a las relaciones parte-todo. la metodología de 
investigación fue el resultado de enfoques teóricos propios de la Didáctica de las 
matemáticas, fuertemente influidos por los trabajos de investigadores franceses como 
Guy Brousseau, Gerard Vergn- aud, Régine Douady y Michèle Artigue, entre otros. El 
análisis didáctico desde la perspectiva de la ingeniería didáctica (en el marco de la teoría 
de situaciones didácticas), constituyó, junto con elementos teóricos tomados de la 
psicología cognitiva y de la teoría de los campos conceptuales, los ejes orientadores de la 
investigación. Los resultados obtenidos al observar los procesos de conceptualización de 
los alumnos muestran la importancia de recuperar para la enseñanza de los números 
racionales los aspectos relacionados con la medida, el tipo de magnitud y el tipo de 
unidad. Un trabajo desde la fracción como relación parte- todo, fundamentado en los tres 
aspectos antes señalados, permitió desarrollar en los alumnos procesos de aprendizaje 
constructivo y autónomo, en lo relativo a las relaciones de orden, la relación de 
equivalencia y la operación aditiva en los números racionales. Pero, de otra parte, la 
investigación también mostró la debilidad que hay desde esta perspectiva de las 
fracciones como relación parte–todo para conceptualizar los aspectos relativos a la 
estructura multiplicativa de los números racionales. Esta es pues una línea abierta para 
nuevas investigaciones. 
En función de los resultados obtenidos en el cuarto objetivo específico e hipótesis 
específica 4, puedo señalar que la aplicación de la metodología cooperativa en el 
aprendizaje de decimales y fracciones de los números racionales, en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y 
Valle es significativa; la tabla 9 y figura 4 muestran la comparación de medias de los 




fracciones de los números racionales, el grupo control tiene un promedio aproximado de 
11 y el grupo experimental tiene un promedio aproximado de 10. En el post test, el grupo 
control tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio 
aproximado de 16. La diferencia de medias en el post test es de 5 puntos a favor del grupo 
experimental; luego se puede concluir a un 95% de confianza que la aplicación de la 
metodología cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de decimales y 
fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle. Así mismo, el contraste de 
hipótesis efectuada con la prueba U de Mann Whitney el nivel de significancia es menor 
que 0,05; por lo tanto, existe evidencia estadística para afirmar que la aplicación de la 
metodología cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de decimales y 
fracciones de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle. Los resultados obtenidos lo 
podemos comparar con los de Castaño (2014), en su tesis Dificultades en la enseñanza de 
las operaciones con números racionales en la educación secundaria. Universidad 
Autónoma de Manizales. Su objetivo fue determinar las dificultades que manifiestan los 
docentes en la enseñanza de las operaciones con números racionales en la educación 
secundaria. El diseño de investigación fue recurrente, puesto que se hace una aplicación 
secuencial de un diseño cuantitativo y uno cualitativo que se aplican independientemente, 
pero cuyos resultados se complementan (Creswell, 1998), pues con ellos se pretenden 
identificar las dificultades que manifiestan los docentes para la enseñanza de las 
operaciones con números racionales. De acuerdo con los objetivos específicos, respecto a 
los cuales se refieren estas conclusiones, y según lo obtenido en la encuesta y en el taller, 
las dificultades manifestadas por  los  maestros respecto al  aprendizaje del  número 




acumulado de conceptos  anteriores,  puesto  que  la  actividad  de  clase  se  organiza  en  
torno  a  una secuencia de temas que pretende recoger lo que el estudiante debe saber sobre 
la disciplina. 
En función de los resultados obtenidos en el objetivo general e hipótesis general 
puedo señalar que la aplicación de la metodología cooperativa en el aprendizaje de de los 
números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle es significativa; la tabla 10 y figura 5 
muestran la comparación de medias de los grupos control y experimental. En el pre test, 
en cuanto al aprendizaje de los números racionales, el grupo control tiene un promedio 
aproximado de 11 y el grupo experimental tiene un promedio aproximado de 11. En el 
post test, el grupo control tiene un promedio aproximado de 11 y el grupo experimental 
tiene un promedio aproximado de 16. La diferencia de medias en el post test es de 5 
puntos a favor del grupo experimental; luego se puede concluir a un 95% de confianza 
que la aplicación de la metodología cooperativa influyó significativamente en el 
aprendizaje de los números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle. Así mismo, el contraste 
de hipótesis efectuada con la prueba U de Mann Whitney el nivel de significancia es 
menor que 0,05; por lo tanto, existe evidencia estadística para afirmar que la aplicación 
de la metodología cooperativa influyó significativamente en el aprendizaje de los 
números racionales en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle. Los resultados obtenidos lo podemos 
comparar con los de Ortiz y Ahumada (2016) en su tesis: “Revisión de los fundamentos 
de los sistemas numéricos”. Tuvo como objetivo Analizar y definir una nueva 
descripción que abordará la construcción y fundamentación de los sistemas numéricos, 




empleada fue de enfoque cualitativo. En la revisión efectuada afirma que Q es un cuerpo 
arquimédico o también cuerpo arquimediano. Finaliza que: Q conjunto de los números 
racionales, con suma y producto es un cuerpo que contiene (y extiende algebraicamente) 
a los enteros. Además, hay un (único) orden en Q, respetuoso de la estructura algebraica 





























1. Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05; indica que existe 
diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar 
que la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el 
aprendizaje de las propiedades de los números racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018 
2. Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05; indica que existe 
diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar 
que la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el 
aprendizaje de la relación de orden de los números racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018. 
3. Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05; indica que existe 
diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar 
que la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el 
aprendizaje del campo arquimediano de los números racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique 




4. Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05; indica que existe 
diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar 
que la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el 
aprendizaje de decimales y fracciones de los números racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la Universidad Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018. 
5. Según la prueba U de Mann Whitney aplicada al Grupo de Control y Experimental 
en el Post prueba, el nivel de significancia es menor a 0,05; indica que existe 
diferencias significativas en sus promedios; por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula 
y se acepta la hipótesis alternativa. Es decir, existe evidencia estadística para afirmar 
que la aplicación de la metodología cooperativa influye significativamente en el 
aprendizaje de los números racionales, en estudiantes de matemática del segundo 


















1. En el estudio de los números racionales se debe incidir en la demostración de los 
teoremas referentes a la construcción de los números racionales que permitan 
comprender a partir de ella las propiedades, relación de orden, conjunto 
arquimediano y decimales y fracciones; para su correcta interpretación incluyendo de 
relación de equivalencia.  
2. Para la enseñanza y evaluación de los algoritmos de las operaciones básicas con 
números racionales y la construcción de la misma se recomienda analizar los 
números naturales y enteros que son importantes en la construcción de los números 
racionales. 
3. Se recomienda a los docentes incidir en los estudiantes que los conjuntos numéricos 
forman parte del quehacer cotidiano, aun cuando la construcción matemática de cada 
uno de ellos demanda la demostración de teoremas, propiedades y algoritmos en las 
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Apéndice A:                                                                             Matriz de consistencia 
Metodología cooperativa y aprendizaje de los números racionales, en estudiantes de matemática del segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique Guzmán y Valle, 2018 
Problemas  Objetivos  Hipótesis    Variables  Metodología  
Problema general 
¿En qué medida influye la 
metodología cooperativa en el 
aprendizaje de los números 
racionales, en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018? 
Problemas específicos 
PE1: ¿En qué medida influye la 
metodología cooperativa en el 
aprendizaje de las propiedades de 
los números racionales en 
estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018? 
Objetivo general 
Determinar en qué medida 
influye la metodología cooperativa 
en el aprendizaje de los números 
racionales, en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018. 
Objetivos específicos 
OE1: Determinar qué medida 
influye la metodología cooperativa 
en el aprendizaje de las 
propiedades de los números 
racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
Hipótesis general 
La metodología cooperativa 
influye significativamente en el 
aprendizaje de los números 
racionales, en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018 
Hipótesis específicas 
La metodología cooperativa 
influye significativamente en el 
aprendizaje de las propiedades de 
los números racionales en 
estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018 
VI: Metodología 
cooperativa  
X1: Trabajo en equipo: 
X2: Investigación en 
grupo 
X3: Resolución de 
problemas 
X4: Grupos de 
Enfoque 




     
VD: Aprendizaje de 
números racionales. 
Y1: Propiedades de los 















GC: Grupo de control  
O1, O3: Prueba de 
entrada. (Pre- prueba) 
GE: O1   x  O2 






PE2: ¿En qué medida influye la 
metodología cooperativa en el 
aprendizaje de la relación de orden 
de los números racionales en 
estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018? 
PE3: ¿En qué medida influye la 
metodología cooperativa en el 
aprendizaje del campo 
arquimediano de los números 
racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018? 
PE4: ¿En qué medida influye la 
metodología cooperativa en el 
aprendizaje de decimales y 
fracciones de los números 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018. 
OE2: Determinar qué medida 
influye la metodología cooperativa 
en el aprendizaje de la relación de 
orden de los números racionales 
en estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018. 
OE3: Determinar qué medida 
influye la metodología cooperativa 
en el aprendizaje del campo 
arquimediano de los números 
racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018. 
OE4: Determinar qué medida 
influye la metodología cooperativa 
 
La metodología cooperativa 
influye significativamente en el 
aprendizaje de la relación de 
orden de los números racionales 
en estudiantes de matemática del 
segundo ciclo de la Universidad 
Nacional de Educación Enrique 
Guzmán y Valle, 2018. 
 
La metodología cooperativa 
influye significativamente en el 
aprendizaje del campo 
arquimediano de los números 
racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018. 
 

















72 estudiantes de 
matemática del 
segundo ciclo de la 
Universidad Nacional 
de Educación Enrique 
Guzmán y Valle 
Muestra: 







racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de la 
Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018? 
 
en el aprendizaje de decimales y 
fracciones de los números 
racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
Educación Enrique Guzmán y 
Valle, 2018. 
 
La metodología cooperativa 
influye significativamente en el 
aprendizaje de decimales y 
fracciones de los números 
racionales en estudiantes de 
matemática del segundo ciclo de 
la Universidad Nacional de 
























Apéndice B:                           Base de datos: confiabilidad del instrumento pre test 
 
 
  ITEMS     
N° IT1 IT2 IT3 IT4 IT5 IT6 IT7 IT8 IT9 IT10 IT11 IT12 IT13 IT14 IT15 IT16 IT17 IT18 IT19 IT20     
1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1   11 
2 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1   13 
3 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0   12 
4 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1   15 
5 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1   14 
6 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1   17 
7 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1   15 
8 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1   15 
9 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0   5 
10 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0   7 
P 0.8 0.4 0.7 0.6 0.8 0.5 0.7 0.7 0.7 0.5 0.7 0.7 0.5 0.4 0.7 0.6 0.5 0.7 0.5 0.7 Vt 14.49 
q=(1-p) 0.2 0.6 0.3 0.4 0.2 0.5 0.3 0.3 0.3 0.5 0.3 0.3 0.5 0.6 0.3 0.4 0.5 0.3 0.5 0.3     
















 ∗  
14,49 − 4,42
14,49







Apéndice C:                                         Base de datos: confiabilidad del instrumento post test 
 
  ITEMS     
N° IT1 IT2 IT3 IT4 IT5 IT6 IT7 IT8 IT9 IT10 IT11 IT12 IT13 IT14 IT15 IT16 IT17 IT18 IT19 IT20     
1 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1   11 
2 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 1   13 
3 0 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0   12 
4 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1   15 
5 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1   14 
6 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1   17 
7 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1   15 
8 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1   15 
9 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0   4 
10 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0   5 
P 0.8 0.4 0.7 0.6 0.8 0.5 0.7 0.7 0.6 0.5 0.7 0.6 0.5 0.4 0.7 0.5 0.5 0.7 0.5 0.7 Vt 18.99 
q=(1-
p) 
0.2 0.6 0.3 0.4 0.2 0.5 0.3 0.3 0.4 0.5 0.3 0.4 0.5 0.6 0.3 0.5 0.5 0.3 0.5 0.3 
    
















 ∗  
18,99 − 4,49
18,99



























































E1 10 10 10 10 10 12 11 11 10 11 
E2 11 10 11 10 11 10 11 11 12 11 
E3 10 12 10 11 11 11 12 10 12 11 
E4 12 10 10 12 11 11 11 12 13 12 
E5 10 11 10 11 11 11 13 10 12 12 
E6 12 11 9 12 11 11 12 8 12 11 
E7 11 10 10 11 11 14 12 14 12 13 
E8 10 11 9 13 11 12 11 10 10 11 
E9 10 11 10 10 10 12 10 12 10 11 
E10 11 12 10 10 11 10 12 14 12 12 
E11 10 9 11 11 10 12 12 11 12 12 
E12 11 10 8 12 10 12 12 9 13 12 
E13 10 10 10 13 11 10 10 9 12 10 
E14 12 8 8 11 10 10 10 8 11 10 
E15 11 9 10 10 10 13 15 12 11 13 
E16 10 8 10 13 10 11 12 12 11 12 
E17 8 10 10 10 10 11 8 10 11 10 
E18 11 12 11 12 12 15 12 9 15 13 
E19 11 10 10 11 11 11 12 10 10 11 
E20 10 11 12 11 11 11 12 10 13 12 
E21 10 10 10 12 11 12 10 12 11 11 
E22 12 10 10 11 11 12 12 11 10 11 
E23 10 11 8 12 10 11 11 10 12 11 
E24 11 9 8 10 10 11 11 11 11 11 
E25 11 10 9 8 10 13 10 13 10 12 
E26 10 11 12 11 11 10 12 12 13 12 
E27 8 11 8 10 9 12 12 13 12 12 
E28 11 12 10 10 11 10 12 10 13 11 
E29 10 11 10 10 10 10 11 13 13 12 
E30 11 11 10 10 11 12 10 9 10 10 
E31 11 10 10 9 10 12 12 12 11 12 
E32 11 10 12 8 10 13 10 13 10 12 
E33 10 11 12 11 11 10 12 12 13 12 
E34 11 11 10 10 11 12 12 13 8 11 
E35 11 12 9 10 11 10 8 12 8 10 
























































E1 11 10 11 10 11 15 16 16 17 16 
E2 9 10 10 10 10 18 15 13 16 16 
E3 11 10 10 10 10 15 17 13 17 16 
E4 9 11 8 11 10 15 14 14 16 15 
E5 10 9 10 10 10 17 16 14 17 16 
E6 10 10 11 10 10 15 17 14 17 16 
E7 11 10 8 8 9 14 17 15 16 16 
E8 10 9 10 10 10 15 15 14 16 15 
E9 12 10 10 10 11 17 15 15 15 16 
E10 11 12 9 11 11 18 16 14 15 16 
E11 11 13 12 13 12 18 17 17 16 17 
E12 10 10 10 9 10 15 18 15 15 16 
E13 11 12 11 9 11 15 16 14 15 15 
E14 10 10 11 9 10 15 16 15 15 15 
E15 11 11 10 10 11 15 15 16 17 16 
E16 11 11 12 12 12 17 15 14 18 16 
E17 10 10 12 10 11 15 18 17 16 17 
E18 12 11 8 11 11 16 16 14 16 16 
E19 8 12 10 10 10 15 14 14 17 15 
E20 10 10 11 11 11 15 15 15 16 15 
E21 9 12 11 11 11 16 17 15 15 16 
E22 10 10 12 10 11 17 17 16 16 17 
E23 9 10 10 11 10 15 17 14 15 15 
E24 13 10 9 10 11 14 18 15 17 16 
E25 12 10 9 10 10 15 17 16 17 16 
E26 11 10 10 10 10 18 16 15 15 16 
E27 12 12 10 10 11 15 17 16 17 16 
E28 11 10 10 9 10 15 17 16 15 16 
E29 11 14 12 13 13 18 18 14 18 17 
E30 12 10 9 10 10 15 17 16 15 16 
E31 12 11 8 11 11 16 16 15 16 16 
E32 8 12 10 10 10 15 14 14 16 15 
E33 10 10 11 11 11 15 15 15 16 15 
E34 9 12 11 11 11 16 17 15 15 16 
E35 10 10 12 10 11 17 17 16 16 17 




Apéndice F:                                     Prueba de conocimientos 
 
Pre test y post test 
 
1. Si F  es un campo, entonces F  tiene caracteŕıstica cero o primo. 
 
2. Suponga que F  es un campo ordenado,  entonces F  tiene caracteŕıstica cero. 
 
3. Si F & K son campos, una funcion ϕ : K → F se llama un homomorfismo 
si ϕ(a+b) = ϕ(a) + ϕ(b) y ϕ(a • b) = ϕ(a) • ϕ(b) ∀ a, b ∈ K. Muestre  que ϕ 
es cero o inyectiva.  Si K  y F  son campos ordenados  y ϕ no es cero, entonces  
ϕ conserva el orden   ⇐⇒    ϕ transforma elementos positivos en elementos 
positivos. 
 
4.- Resuelva todos los ejercicios asignados en las notas. 
 
5.- Sea F  un campo ordenado.  Por  una  seccion superior  en F  se entiende  
un U ⊆ F  el cual satisface: 
a)  U = F, ∅, 
 
b) Si a ∈ U y a < b entonces b ∈ U , y 
 
c)  Si a ∈ U entonces existe b < a tal que b ∈ U . 
 
6.- Un campo ordenado  F  se dice continuamente ordenado  si para  toda  sección 
superior 
U , F \ U tiene máximo elemento. 
 
a)  Defina seccion inferior en un campo ordenado. 
 
b) Si F es un campo continuamente ordenado y B es una sección inferior, 
demuestre que F \ B contiene un mı́nimo. 
 
7.- ¿Es Q continuamente ordenado? 
 
8.- Sea F  un campo ordenado.  Demuestre  que F  no tiene  mı́nimo  





9.- Sea F  un campo ordenado,  L un subcampo  denso en F . Suponga que 
toda  sucesión de Cauchy {an} ⊆ L converge en F . Demuestre  que F  es 
completo. 
 
10.- Sea r ∈ R+, demuestre  que existe un único n ∈ N tal que n < r ≤ n + 
1. Extienda  el resultado  a cualquier r ∈ R, salvo que el n ahora es un 
entero. 
 
11.- Defina la parte  entera  y fraccionaria  de un real r. 
12.- Sea b un entero mayor que 1. Demuestre que todo real r > 0 admite una r  
 
escr iba a  r  como su par te  entera  mas su par te  fraccionar ia  
epresentaci´o  
u´nica en base b de la forma r = P∞ 
cib−i, con ci  enteros  no negativos 
  y 0 ≤  ci < b para todo i ≥ 1. Sugerencia:   
 
13.- Sea F  un campo ordenado,  QF   el subcampo  de F  isomorfo a Q. Se 
dice que F  ad- mite elememtos irracionales  si F  = QF . Suponga que F  
tiene elementos irracionales, demuestre  que el conjunto  de elementos 
irracionales es denso en F . 
 
14.- Sea Q[x] el conjunto  de los polinomios con coeficientes en Q. Con la 
suma y producto usual de polinomios, Q[x] forma un dominio entero. 
 
15.-  Imite la construccion de Q a partir  de Z para obtener un campo a 
partir  de Q[x]. 
Este campo se llama el campo de las funciones racionales sobre Q y es 
denotado por Q(x);  los elementos de Q(x)  son cocientes de polinomios. 
16.- Sea P = {p(x)/q(x) ∈ Q(x) : p(x)q(x) tiene  coeficiente principal 
positivo}. Demuestre  que P  es un conjunto  de elementos positivos. ¿Es 
Q(x)  un campo arquimediano? 
 





17.  ϕ(a + b)  = ϕ(a)  + ϕ(b) ,  ∀  a ,b  ∈  Z.   
18.-   ϕ(a •  b)  = ϕ(a)  •  ϕ(b) ,  ∀  a ,b  ∈  Z.  
19.-   ϕ(a)  > 0 ⇐⇒  a  >Z 0.  
 
20.-     Demostrar  que ∼  es  una relación de equivalencia  en S.
 
 
 
 
